TROMPO DE LAGRANGE:

PEONZA SIMETRICA PESADA CON UN PUNTO FIJO.

MECANICA Y ONDAS |

\\ Alejandro José Florido Tomé.

8 de enero de 2021




. INtroducCion...ceeeeeeeeeeiceeennennenn.. pag 2

. Movimiento de una peonza simétrica pesada

conuN PUNEO FiJO..ceieeineeeieenncinnnen. pag 2-4

2.1. Angulos de Euler.................. pég 3-4

.Lagrangian0.....ccceeeeieeeiererenacennnns pag5-7
3.1. Energiacinética......c.ccceeuenn.... pag5-7
3.2. Energia potencial.................. pag7

. Ecuaciones del movimiento............. pag 8-9

. Potencial efectivo...ccceeeeeeecnnninnnnn.. pag 9-11

. Velocidad angular de precesion....... pag 11-14

. CoNCIUSION..ceeeeeieireieeeenneeeiieaanes pag 14-15

.Bibliografia...c.cceceeeieneeeeeeniiiaeennnn.. pag 15

. MENSAJ€.cieeieiiiiiinteerinnrnerennennnnn. pag 15




1. Introduccién.

En este trabajo, como indica su nombre, nos vamos a centrar en el movimiento de una peonza
simétrica, que se encuentra en presencia exclusivamente de la gravedad, y que tiene un punto fijo
en el espacio, con el paso del tiempo.

Veremos, a partir de algunas consideraciones basicas y elementales principales, y con
calculos y demostraciones, los distintos tipos de movimiento que puede presentar la peonza, en
funcion de encontrarnos en una situacion u otra.

Pues, demos comienzo, al igual que hizo Lagrange en su momento, y por primera vez, en su
libro denominado “Mechanical Analytique™:

2. Movimiento de una peonza simétrica pesada con
un punto fijo.

Supongamos una peonza que esta libre de fuerzas, donde la Unica que vamos a tener en cuenta
va a ser lagravedad, y que presenta un punto fijo sobre el que se apoya en el espacio, con el que
limitaremos el movimiento de éste (si no hiciéramos esto, la peonza iria describiendo
circunferenciasen el espacio mientras fuese rodando e inclinandose, y deberiamos tener en cuenta
6 grados de libertad, cosa que veremos ahora que no hace falta).

Linea de nodos

A partir de la imagen 1, definimos los ejes x’,y’ y z” como los ejes fijos del espacio (que
seré el sistema de referenciainercial), y losejes x, y, z como los ejes del cuerpo (que es un sistema
de referencia no inercial ya que se ird moviendo aceleradamente respecto al sistema inercial).
Vamos a tomar al eje z como eje de simetria, y respecto al cual la peonza ira rotando.

Podemosobservar como los ejes X, Y, z son los que nos orientany definen como se mueve
el trompo, que se encuentra apoyado en un punto fijo al que llamaremos origen ‘O’.

También, definiremos la distancia entre el centro de masas del trompo y O como .

Vamos a empezar a considerar distintas cosas a partir de lo ya mencionado:




e Paraempezar, llamaremos al eje x del sistema del cuerpo como linea de nodos.

e Al tratarse de una peonza simétricay sobre la que no acttan fuerzas externas (siempre
sin tener en cuenta a la gravedad), podemos decir que habra dos momentos de inercia
iguales y unos distintos (el eje x corresponde con el subindice 1, lay con el 2,y laz con
el 3).

Como la peonza esta apoyado sobre el eje z, el tensor de inercia asociado no variara, ya que,
como este va rotando respecto a dicho eje, su distribucion de masa no variara.

Por tanto, losmomentos principalesde inerciarespecto alos ejes x ey seran iguales y distintos
al del eje z:

(Ii=1L)# I3

e Como sobre el cuerpo solo actia la gravedad, vamos a tener en cuenta el peso de éste,
que es respecto del centro de masas.

e Supondremos a la peonza como un cuerpo rigido, que, por definicién, tienen 6 grados de
libertad: tres de ellos son respecto a un punto de referencia (que suele ser el centro de
masas), Yy otros tres que corresponden a tres angulos asociados a tres distintos tipos de
movimiento (spin, precesion y nutacion).

En nuestro caso, como tenemos un punto fijo, lo usaremos como punto de referencia, lo que
nos limita los grados de libertad a solo tres: los angulos. Usaremos como coordenadas
generalizadas los angulos de Euler (¢, 6, \P).

2.1. Angulos de Euler.

Vamos a definir quién va a ser cada angulo de Euler, uno a uno, para que no quede ninguna
duda (aqui denominaremos a los ejes distintos, solo para que corresponda lo que se representa en
las imagenes con lo que digamos. Después, volveremosatomar alos ejes xyz como losdel cuerpo,
y ejes x’y’z’ como los del sistema fijo.):

e ¢: Corresponde con la primera rotacion del sistema del cuerpo, que la haremos alrededor
del eje z del sistema fijo:

Aqui, variard el plano formado por los ejes x’y’ del cuerpo.
Definiremos la linea de nodos, que correspondera con el eje x* del cuerpo.

La matriz de esta rotacion vendra dada por:

x cosd sing 0\ /x
y'|=|-sinp cosp 0 <3’>
z' 0 0 1/ *Z




e 0: Seralasegunda rotacion que sufrira el cuerpo, que la haremos respecto del eje x’:

Esta rotacion se define méas correctamente como la rotacion del cuerpo respecto de la
linea de nodos, en la que varia el plano formado por los ejes y’’z’’ del cuerpo.

La matriz de esta rotacion vendré dada por:

x’l 1 0 0 xl
y"|=(0 cos8 sind ||y
z' 0 —sin® cosB/ \z

e Y: Tercera y ultima rotacion, que sera alrededor del eje z’” (sistema cuerpo):

Donde se denominan a los ejes del cuerpo como x,, y, Y zp.
En esta Gltima, ird variando el plano formado por y;, z,,.

La matriz de rotacion de ésta Ultima sera:

Xp cos¥ sin¥ 0\ /x"
Yp |=|—sin¥ cos¥ 0]|y"
Zp 0 0 1/ \z"

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, vamos a empezar con los calculos.




3. Lagrangiano.

Nuestro objetivo va a ser definir el movimiento del trompo. Para ello, necesitamos las
ecuaciones de Lagrange-Euler, aunque, sabemos de antemano, que vamos a tener que calcular el
lagrangiano L:

L=T-U
Donde T corresponde con la energia cinética del cuerpo, y U con la energia potencial.

Comencemos con el calculo de la energia cinética:
3.1. Energia cinética.

Sabemos que la energia cinética vendra dada, respecto del centro de masas, por una
energia cinética tanto de rotacion como de traslacion, pero respecto del origen ‘O’ solo de
rotacion, ya que el sistema va a estar siempre apoyado en este punto fijo:

T =TSy + T cion = T o
— “traslaciéon rotacion — “rotaciéon 2(‘)( )w
Paraempezar, ya vemosuna clarasencillez en la resolucién del problemasi consideramos

como punto de referencia el origen ‘O’, pasando de dos sumandos que nos podria plantear la
energia cinética, a sdlo uno.

Ademas, hemos tomado como eje de simetria el eje z del cuerpo, lo que nos va a permitir
diagonalizar nuestro tensor de inercia. Los ejes que hemos tomados del cuerpo se les denominan
ejes principales de inercia.

Veamos como se escribiria el tensor de inercia:

I ey L\ (19 0 0
N = 139x I)?y I;?z =(0 Ig 0
51y 1) \o o i

Donde 12, I y 12 son los momentos de inercia del cuerpo en cada uno de sus ejes (el eje
x corresponde con el subindice 1, lay conel 2, y laz con el 3) respecto del punto fijo 0.

Teniendo en cuentaque (19 = I = I{M + ml?) = (19 = I§M), donde los momentos de
inercia principales son constantes. (La segunda igualdad se cumple debido a que el trompo giray

se mueve respecto eje z del cuerpo), sabemos entonces que 7,2 ., .., Vendra dada por:
1 1 1 1
Tr?)tacién = Eli)w% + Elngz + El??w?% = E[If(w% + wzz) + Igw%]

Vale, sabemos que los momentos de inercia son constantes, pero ¢como estan definidas
las velocidades angulares?

Por ello estuvimos definiendo los angulos de Euler y sus matrices de rotacion, para poder
hallar a estas incognitas que se nos acaban de presentar.

Sea la velocidad angular la suma de cada velocidad angular de cada eje que
denominaremos, respecto al sistema fijo, y que tendremos que transformarlas una a una para
obtenerlas respecto al sistema del cuerpo. Sea:




o' = ek’ + 67 + Wk
Donde tenemos las velocidades angulares en funcion de los angulos de Euler, pero cada
una con el eje respectivo al que rotan. Es decir, ¢ suponia una rotacion respecto del eje z’ del

sistema fijo (k” es el vector unitario en la direccion del eje z’); © una rotacion respecto de la linea
de nodos (71 es el vector unitario en la direccion de la linea de nodos); y W una rotacion respecto

del eje z del cuerpo (k es el vector unitario en la direccion del eje z).

Vamos a tener que transformar, para empezar, la componente k' al sistema del cuerpo, en

funcion del eje <z’ de este y, para ello, vamos a tener que aplicar a la componente ¢ las tres
rotaciones mencionadas antes, y aplicandolas una a una, desde la primera. Denominaremos wy,

vector resultante de aplicarla a la componente mencionada las siguientes rotaciones:

cos¥ sinW O\/1 0 0\ /cosh sing 0\/0\ [sindsin'¥
wy =|—sin¥ cos¥ 0|0 cos6 sind || —sindg cosd 0|0 )= dsinBcos¥
0 0 1/\0 -—sin® cosd 0 0 1/ \$ dcosd

A continuacion, tendremos que transformar a la componente 87, aunque en si el vector i
se encuentra en la linea de nodos, por lo que el cuerpo ya ha sufrido dos rotaciones, lo que implica
que solo le falta una rotacion para estar completamente rotado. Denominaremos wg al vector
resultante de aplicarla la rotacion a la componente mencionada:

cos¥ sin¥ 0\ /6 Bcos¥
wg =|—sin¥ cos¥ 0| 0]|=|—-0sin¥
0 0 1/ \0 0

Por Gltimo, tenemos la componente Wk, que ya se encuentra en el eje z del cuerpo, por lo
que ya ha sufrido las tres rotaciones y no habra que hacerle nada, al que denominaremos wy:

0
(I)lp = 0
4
Por lo que ya podemaos escribir las tres componentes de la velocidad angular en funcién
de los angulos de Euler, que seran lo correspondiente a cada eje:

bsinBsin¥ + HcosW oN
W =Wy + Wy + Wy = PsinBcosW — Bsin¥ | = | @2
dpcosd + W w3

Ya conociendo quienes son las velocidades angulares para poder hallar a la energia
cinética, vamos a hacer el primero calculo que se nos presenta, que es:

. . 2 . . 2
w? + w? = (psindsin® + 6cos¥)” + (PpsinBcos¥ — Osin¥)” =
= $p2sin2 0 sin? W + 62 cos? ¥ + 2dsinBsinWcosW + G2 sin? 0 cos? W + H2sin? ¥
_ 2 j . g !I[g - !;!

Podemos ver como los dos términos tachados son iguales, pero de signo contrario, por
eso se van. Vamos a sacar factor comun y a usar las propiedades del seno y coseno:

w?+ w3 = $? sin? 0 (sin?W¥ + cos? W) + 62 (cos? W + sin? ¥) = $? sin? 0 + H?2

Ya podemos sustituir en la energia cinética todo lo que sabemos:




TO

rotacion

1 1 . . . . \2
= E[I{’(w% + wi)+13ws] = [[E [If (p?sin?0 + 62) + 19 (dcosd + W) ] = T]]
Por lo que ya tenemos la energia cinética en funcion de las coordenadas y velocidades
generalizadas.

Ahora nos falta por calcular la energia potencial U:
3.2. Energia potencial.

Sabemos que la tnica fuerza externa que acttia sobre el cuerpo es la gravedad, por lo que
el trompo tendraun peso asociado, y esa sera la energiapotencial. Ademas, segun nuestra eleccion
de los ejes del cuerpo, ese peso se encontrara en la direccion del eje z:

U=mgzx*

Donde ‘z*’ corresponde con la altura a la que se encuentra el centro de masas respecto
del origen en el eje z, pero aqui falta algo, ¢verdad? No encontramos ninguna dependencia con
alguno de los angulos de Euler, por lo vamos a ver si hay alguna relacion entre alguno de ellos y
la altura ‘z*’. Veamos en un dibujo quién seria z*:

z_
AN

Donde | recordemos que es la longitud del origen al centro de masas. De aqui podemos
sacar la siguiente relacion:

7 %

cosO = T

Despejando:
z *= lcosO

Sustituyendo en la expresion de la energia potencial, obtenemos:

[U = mglcos6]
Y ya lo tenemos en funcion del angulo de Euler 6.
Con la energia cinética y potencial ya calculadas, el siguiente paso es obtener el

lagrangiano:

1 . . . .
L=T-U= E[I{’ (b2sin2 6+ 62) + 19 (dbcosd + ‘P)z] — mglcos6




4. Ecuaciones del movimiento.

Con el lagrangiano ya obtenido, podemos plantearnos empezar a calcular la ecuacién de
movimiento para cada uno de los dngulos de Euler, donde, esta ecuacion viene dada por la
siguiente expresion (de forma general en funcién de las coordenadas generalizas q ;).

d(oL\ oL _
dt\dq,) dq;

Ird igualada a cero porque, recordemos que no hay ninguna fuerza que actue sobre el
cuerpo, por lo que no habra ninguna fuerza generalizada.

Esta ecuacion habra que usarla para los tres angulos de Euler, pero a simple vista se ve
una cosa bastante curiosa si queremos empezar a sustituir. Se puede apreciar como aparecen ¢ y

W, aparte de 0 y . Es decir, que no aparecen ni ¢ ni ¥ en el lagrangiano, por lo que a estas
coordenadas se les conocen con el nombre de ciclicas. Por lo que veamos qué pasa si sustituimos
en la ecuacion del movimiento de alguna de estas dos (la aplicaremos a W, aunque todo el
razonamiento serd igual de valido para ¢):

d (aL> oL 4 d <6L>
dt\ow/ o¥ =~ dt\ow
Para que una derivada temporal de nula, lo que haya dentro tiene que ser una constante
con el transcurro del tiempo, que lo llamaremos como momento conjugado de ¥ (py ):

1 . . . .
== [219(dcosd + W)| = 19(dpcosd + W) = constante = L,

Lo que nos quiere decir es que no hay un momento de fuerza en el eje z del sistema del
cuerpo, cosa que es légica, ya que es el eje de simetria de rotacion del angulo ¢.

Py

Haciendo lo mismo, obtenemos también el momento conjugado de ¢ (Dg):

JdL 1 ' . . .
py = % . [19(2dsin?0) + 219 (dpcosd + W) = 19(¢psin?0) + 19(dpcosd + W)cosd

= 19(¢psin?0) + L,cos® = constante = Ly,

Igual que antes, obtenemos que el momento de fuerza en el eje z’ del sistema fijo es
contante.

Deducimos dos cosas: la primera, que la Unica torsion que se presentara ocurriraen la
direccion de la linea de nodos; la segunda, observemos como uno de los sumandos de L,, esL,,
un resultado l6gico ya que nos quiere decir que el momento que se presenta en el eje z se proyecta
enel ejez’.

Con estas dos constantes del movimiento obtenidas, el problemaequivalente se simplifica
muchisimo, tanto que se podria decir que hemos pasado de un problema que, por ser un sélido
rigido que deberia presentar seis grados de libertad, a tres gracias a la presencia del punto fijo, y
ahora al caso unidimensional gracias a éstas dos.

Nuestro objetivo, al ser un caso unidimensional, sera calcular el potencial efectivo para
hallar los maximos, minimosy los puntos estables que presente.

Antes de zanjar este punto, vamos a obtener quiénes son ¢ y W, despejando de las
ecuaciones de arriba.




Despejando de la primera:

. , . oL I.L, .
19(dpcosd + W) = L, — dpcosd +¥ = 0 |[‘P =70 d)coseﬂ
3 3

Despejando de la segunda:

. . . L, —L,cosO
19(¢psin?0) + L,cos® = L,, = 12(psin20) = L,, — L,cos0 — |[<1) = ;ﬂ

19sin%0

El resultado mas importante es este Ultimo, que corresponde con la velocidad de precesion
del trompo. Ademas, ambos resultados dependen de 6. Por lo que, si éste es constante, entonces,
W y ¢ serdn constantes, y el cono irfa describiendo un cono en la vertical.

5. Potencial efectivo.

Podriamos usar la ultima ecuacion de movimiento que nos queda para 6, aunque, seria un
camino mas costoso que el que vamos a usar: mediante energia (o incluso con el hamiltoniano,
ya que en este caso el lagrangiano es cuadratico en las velocidades generalizadas). Como el
trompo se encuentra en un sistema conservativo, sabemos que la energia sera constante con el
tiempo:

1 . . Y .
H=E =T+U = E[[{’ (b2sin2 0 + 62) + 19(dpcosd + ‘P)Z] + mglcosO

Y aqui vamos a sustituir los valores calculados de W y ¢, para asi tener una energia que
solo dependa de 6 y 6:

L, — L,cosO 2
> —— +

o1y . 12
1902 +=—=19(dcosd +¥) + mglcosO
IfsinZG 1 0 3((1) ) 9

1
= — 0 ¢in?
Er I3 sin 6( > 210

Teniendo en cuenta la ecuacion (19 (¢pcosd + W) = L,)):

1 (L, —L,cos8)*> 1 .. 1(L,)?

Er =sin20——— +-1962 45—

T2 Lsin29/%sin29 2 ' 2 13

Como hay un miembro que es una constante, y queremos evaluar el potencial efectivo, la
despreciaremos y definiremos otra constante que la contenga a ellay a la energia total, E’:

1(L,)? 1.
- =E' =-196?
T2 217

+ mglcosd

1(L, — L,cos0)?
2 19sin% 6

+ mglcosd

Vemos como hay una energia cinética efectiva, que es el primer sumando, y los dos
siguientes sumandos, corresponderan con el potencial efectivo, que es una funcién nicamente
del angulo 6:

1(L,, — L,cosB)?
HUefectivo 6) = 2 . 10 Siilz 0
1

+m glcoseﬂ
A este resultado se le podria hacer un cambio de variable, separar variables, y se nos
quedaria una integral con una cuadratura, para al final encontrarnos con una integral eliptica.

Aqui, lo que nos interesa es lo que le ocurre al trompo, como se comporta para distintas
ocasiones, y a partir del potencial efectivo, vamos a ver que le pasaria para cada una de ellas:




e El caso mas sencilloy apetecible de hacer seria hacer que L, = L = 0. En este caso, el
potencial s6lo dependeria del peso del trompo. Es decir, el trompo estaria quieto. Aunque
todavia tenemos el &ngulo 6 en el potencial efectivo, que lo que nos quiere decir es que
este trompo tendria distintas posiciones respecto del punto fijo de las que estarse quieto.
Para empezar, en 6 = 0 tendriamos, visualizandolo, al trompo apoyado en el eje z’ del
del sistema fijo, donde el plano formado por x’y’ del sistema fijo y plano xy del sistema
del cuerpo coincidirian. Pero esta situacion es la mas inestable, porque en la realidad, jes
imposible que un trompo se quede perfectamente perpendicular al suelo sin estar
moviéndose! Por lo que, para este valor, el trompo tiene un equilibrio inestable, y se
caeria. Pero es que, lo mas curioso, si el angulo toma un valor 6 = mt, seré el potencial
negativo, y el menor valor que puede tomar, donde presentaraun equilibrio estable. Aqui,
jel trompo estaria bajo el suelo, perpendicular al suelo!

Este comportamiento en estas circunstancias es la de un péndulo, que cuando esta colgado
del techo, que tiene su equilibrio estable en 6 = . Esta situacion, logicamente, no se puede dar
en un trompo, al menos en uno cotidiano, y por eso no tendra tanta importancia como los que
vamos a comentar ahora.

e Ahorasupongamos que tenemosa L,cos® # L, . En este caso, tenemos que el potencial
efectivo tendra dos valores de 6 en los que divergira positivamente. Por definicion, el sen
de un angulo sera nulo cuando valga 0 y . Por lo que, para este caso, aparecen dos
barreras centrifugas, unaen 6 = 0 y otra en 6 = . Entre ellas, s6lo habra un minimo,
que llevard asociada un potencial efectivo minimo (U,) que ocurre en 6, y que tendra
asociado un equilibrio estable.

Este potencial, con un angulo 6, asociado, no variara su valor, por lo que sera constante, asi
como ¢y W.

e Curiosidad: si se cumple que L, = L, # 0, quiere decir que el trompo ira girando
verticalmente, ya que ponemos en paralelo dos de los tres ejes, donde desaparece la
barrera centrifuga del O, y se traba ese movimiento. A esto se le conoce como gimbal
lock, y se daba, por ejemplo, en los giroscopios.
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Para cualquier potencial que tomemos que sea mayor que 0,, tendremos dos puntos de
retorno (6_y 6.), donde el sistema ira describiendo un angulo 6 € [6_,8.]. Es decir, que 6 ird
yendo desde 6_ hasta 6., pasando siempre por 6,, y después volviendo. Esto implica que el
trompo ird cabeceando mientras gira, movimiento al que se le denomina nutacion, que dependera
de cémo va variando ¢ con el tiempo (ya que 0 ira variando con el tiempo).

Todo lo mencionado hasta ahora se puede representar en la siguiente figura:

I
| | i
| 'l
| i
\_ /f l
00, 0 6

6. Velocidad angular de precesion.

Fijandonos ahora en ¢ (al que también definiremos como velocidad angular de precesion
0,0 = ¢), éste puede tener también diversas situaciones.

e Enlaprimerade ellas, tenemos que L, < L,/ por lo que no hay ningtn valor de ellas en
la que se anulen, y lavelocidad 2 (en la siguiente figurase le denominaal angulo ¢ como
@) tendra siempre el mismo signo y no se anulard, donde, si se combinan la nutaciény la
precesion, obtenemos el movimiento que se ilustra en la figura de abajo. Ir4 cabeceando
en sentido antihorario:

e Tenemos un segundo movimiento, que corresponde con el que aparece cuando L, > L/,
en el que si se puede anula £2, por lo que habra puntos en los que se anule. Podemos hallar
cuando ocurre:

L, —L,cosO

L.,
_QZW:OaLZ,—LZCOSG=0—>ch056:LZ, —>9:Arccos(LZZ)
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Ademas, el sentido de la precesion ird presentando rizos, debido a que 6 tiene sus puntos
de retorno. Por lo que 0 ira variando su valor, y, por tanto, £ ird tomando valores positivos y
negativos. También cabeceara en sentido antihorario:

e Por Gltimo, se puede presentar que {2 se anule, pero no cambie su signo; es decir, que no
se haga negativo, como en el caso anterior. Para que esto ocurra, también se debe anular
0.

Esto se corresponde con unas condiciones iniciales en las que el &ngulo 6 es constante, y sera
el menor valor que pueda tomar en un principio (lo llamaremos 8,), y 8 = 2 = 0. Al soltar la
peonza, que en un principio solo presentard una energia potencial, empezara a caer, hasta que
alcance un angulo 6,, y después volvera a tomar el valor inicial 8,. Durante el proceso, ira
describiendo un movimiento de precesion. También cabeceara en sentido antihorario:

Vamos a profundizar en esto de lo de los puntos de retorno:

Supongamosunos valoresde 6_y 8, muy cercanos a 6, con un potencial U muy proximo
al potencial efectivo minimo U,. Es decir, que U= U,. Entonces también podremos suponer que
0 = 8,. Vamos a hallar la ecuacion de movimiento para esta coordenada generalizada, que hasta
ahora no habia sido necesaria:

d(aL) aL_O d(aL)_aL
dt\g9) 96~ dt\as) _ae

Y sustituimos el lagrangiano que ya estaba en funcién de 6:
d (1 . d ) i
—(Zy0 ——(799) = j0
o (2 I (29)) o (196) =198
1 .
=5 [19 (02 25inBcosB) + 19 2(2cosd + W) (—sind) | — mlg(—sinB) =

= 190%sinfcosd — 19 (2cosd + W)2sind + mlgsind

12




Recordando de la matriz de rotacion de la velocidad angular, veiamos como w; =
NcosO + . Por lo que vamos a sustituirlo arriba.

De paso, como dijimos que 6 = 6, podemos suponer que 6 va a ser constante, por lo que
si primeray segunda derivada temporal seran nulas. Vamos a sustituir todo lo dicho:

198, = 0 = I90%5in8,c0s0, — w313 02sinB, + mlgsind,
= sinB, (I202? cosB, — w3190 + mlg)

Sea sinB, # 0 » 190%cos0, — w3190+ mlg =0

Para resolverla, podemos ver como estamos ante una ecuacion de segundo grado. VVamos
a definir a los siguientes parametros, simplemente para simplificar a la hora de escribir, y para
que sea una resolucion mas intuitiva:

a =19cos0,
b= w31
c =mlg
Entonces tenemos:
a?—bN+c=0

Y la resolvemos:

4ac 1
Q_bi\/bz—étac_bi bz(l_?)_b_i_b(1 4ac)5
- 2a - 2a ~2a~ 2a\" b2

Llegados a este punto, vamos a suponer una ws; > 0 — b > 0 (esto es lo que se llama un
4ac 7 ~
trompo veloz), y por lo tanto tendremos que —- tendré un valor muy pequefio. Lo que tendremos
b2
que hacer ahi es un desarrollo de Taylor, aunque sélo nos quedaremos con el primer término, ya
que los demaés seran muy pequefios y los podremos despreciar (jlos resultados que obtengamos
serén aproximaciones!):

Q_b+b<1 14ac)_b+(b Zepbc)_b_l_(b c)
T 2a-2a\" 2b2) 2a \2a 2ab?*) 2a-—\2a b

De aqui, podemos obtener dos valores de 2, en funcion del signo que tomemaos:

e Paralaraiz grande (es lo mismo que decir que si tomamos el signo positivo):

0. - b b ¢
+_Za-I_Za_b
Como dijimos que b>>0— b > ¢ - % =4
G _Zb O_b
*T2a 7 a

Deshagamos el cambio:

w313
1€0s0,
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Para este resultado, tenemos una precesion rapida (ya que el numerador sera mucho
mayor que el denominador, porque w5 > 0), donde es como un trompo libre de fuerzas, que
podria existir sin gravedad.

Este resultado también lo podriamos haber obtenido a partir de derivar del momento
resultante N = (2, X @s.

e Paralaraiz chica (el signo negativo):

_b b c
__Za_2a+b_

ml
-l
w313

Y para este otro resultado, obtenemos lo que se llama precesion lenta (en este caso, el
denominador es mayor que el numerador), y se debe al torque gravitatorio que presenta el trompo.
Normalmente, cuando pongamos a girar un trompo, aparece esta precesion, y, por supuesto, la
nutacion.

(o
b
Deshaciendo el cambio:

Este fenomeno también le ocurre a la Tierra, que, aunque no esté apoyado (por lo que los
célculos se harian respecto del centro de masas). Debido a que la Tierra esta achatada por los
polos, y esté inclinada, habra zonas de la superficie que presenten distinto potencial ejercida por
el Sol, e incluso por la Luna. Teniendo en cuenta esto mencionado, la precesion lenta, la nutacion
astronémica, y con el bamboleo de Chandler (variacion del eje de rotacion de la Tierra), que tarda
en realizarlo unos 26000 afos.

Ambas precesiones son validas para unos valores de 6, > f y 8 < g donde la precesion

rapida tendré el mismo sentido en ambos casos, pero en la precesion lenta ocurriran en distintos
sentidos.

7. Conclusion.

Ha sido un camino complicado, pero, al final, mucho mas sencillo de lo que se podria haber
esperado. Comenzamos con una probabilidad de que se nos presentaran seis grados de libertad,
aunqgue, gracias al punto de apoyo, se nos simplifico en tres, y encima, debido a que dos de los
tres angulos de Euler eran ciclicos, se nos acabd quedando todo en funcion de una Unica
coordenada: 6.

Al llegar al caso mono dimensional, una cosa bastante frecuente que se suele hacer (que
nosotros hicimos también), es evaluar el potencial efectivo. De aqui se sacaron situaciones
improbables, como la del trompo que se comporta como un péndulo, aunque también obtuvimos
todo esto de un potencial efectivo minimo, y que, a partir de este valor, cualquier punto dentro
del intervalo definido tendria dos puntos de retorno.

Estuvimos analizando la velocidad angular de precesion 2, a partir, en un principio, del
resultado obtenido a partir de su propia ecuacion de movimiento, y, después, a partir de la
ecuacion de movimiento de 6. Entre ambas, obtuvimos bastante cosas de la precesion, de como
puede ir variando, de los tipos de hay, de que pasaria si se anulase...
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Finalmente, concluir que hemos analizado a fondo el movimiento del trompo, de una manera
sencilla, y bastante efectiva, y todo gracias a nuestro amigo Lagrange, que nos lo resolvio en su
momento, dejandonos hoy en dia una de las aplicaciones mas complicadas de la dinamica del
cuerpo rigido.
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9. Mensaje.

Para finalizar, quiero comentarle que le queria agradecer por habernos ensefiado todo esto de
la mecanica, una asignatura tan compleja, y haber conseguido que, aunque haya muchas cosas
que me parezcan dificiles, me esté empezando a gustar esto de la fisica de una manera que nunca
pensaria, en un sentido mas riguroso, y con muchos tecnicismos.

A este trabajo, es cierto que le he dedicado muchas horas, incluso antes de haber dado la
teoria necesaria del Tema 6 (aunque después retoqué con algunas cosas que usted estuvo
comentando en las Gltimas clases), y aunque saque mala nota, en este trabajo, o, en el examen,
estoy feliz de haber podido entender algo como esto.

Muchas gracias por estos meses, y aunque, sé gue no me conozca, debido a las circunstancias
en la que estamos, le deseo mucha salud.

Un saludo.
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