UNIVERSIDAD DE CORDOBA

Facultad de Ciencias

Grado de Fisica

Trabajo Fin de Grado

Ondas gravitacionales: obtencion de la

ecuacion y simulaciones

Codigo del TFG: FS22-39-FSC

Tipo de TFG: Trabajo tedrico-practico general

Autor: Alejandro José Florido Tomé

10/09/2023




Agradecimientos

Queria agradecer a la Universidad de Cérdoba por haberme permitido estudiar el
Grado de Fisica, con el cual he disfrutado y aprendido tanto durante estos afos, y
de haberme dado la oportunidad de cursar el ultimo afio en la Universidad de Grana-
da, donde pude complementar mis estudios, y profundizar mas en asignaturas como
Relatividad General, dada por Bert Janssen.

Todo esto no hubiera sido capaz sin la ayuda de mi padre, quien siempre me ha
apoyado y luchado por que yo tuviera el mejor futuro, y al que le estaré eternamente
agradecido por introducirme en la fisica indirectamente con series como Doctor Who,
que incentivaron mi curiosidad por el tiempo desde pequerio.

Gracias a todos mis amigos, tanto de Benalmadena, Torremolinos, Cérdoba, Gra-
nada, Murcia, Extremadura, Roma, etc. Han sido unos afnos no sélo para estudiar, sino
también para conocer, y formarme como persona adulta, siempre acompanado.

Y como no podia faltar, muchisimas gracias a Beatriz Ruiz Granados, sin la que el
TFG no hubiera llegado a ningun lado. Me apoy6 siempre desde el primer momento,
y vio en mi un potencial que ni yo mismo era capaz de apreciar. Siempre ha estado
cuando lo he necesitado, resolviendo todas mis dudas, y apoydndome. Trabajar con

ella ha sido todo un placer y honor.

pag. 1



indice general

indice general 3
indice de figuras 4
Resumen. Palabras clave 5
Abstract. Keywords 6
1. Introduccion 7
1.1. Contexto matematico. . . . . . ... ... .. .. oo 7
1.2. Relatividadgeneral . . . . . . . ... .. ... 9

2. Objetivos 11
3. Fundamento teérico 12
3.1. Limite Newtoniano . . . . . . . . . . . . . . ... . 12
3.1.1. Campo gravitatoriodeébil . . . . . .. ... ... ... ... .. 12

3.1.2. Velocidades norelativistas . . . ... .. ... ... ....... 16

3.2. Perturbaciones de métricas arbritarias . . . . . .. ... ... 17
3.2.1. Ecuacionde Einstein . . . ... ... oo oL 17

3.2.2. Perturbaciones equivalentes . . . ... ... ... ... ... .. 20

3.3. Ondas gravitatorias en Minkowski . . . . . ... ... .......... 23
3.3.1. Polarizacion . . . . . . ... 25

3.32. Fuentes . . . . . . . 31

3.3.3. Potencia de radiacionemitida . . . . . ... ... ... 34

4. Caso practico: sistema binario 37
4.1. Planteamiento . . . . . . . . . . 37
4.2. Perturbacion métrica . . . . . . . ... 38
4.3. Potenciatotalradiada . .. ... .. ... .. ... ... ... 40
4.3.1. Radio de la érbitay momento angular . . . ... ... ... ... 41



4.3.2. Tiempo de colapso

4.4. Ejemplo concreto
Conclusiones
Conclusions
Bibliografia

Anexo



indice de figuras

3.1.

3.2.

3.3.

4.1.

Representaciéon de unas ondas gravitatorias producidas por dos cuer-
pos astrofisicos, orbitando uno alrededor del otro. Se ve un comporta-
miento normal de las ondas, con sus maximos y minimos. [21] . . . . .
Imagen tomada del impacto de una piedra verticalmente sobre la super-
ficie del agua, produciéndose ondas. [16] . . . . . ... ... ... ...
Distintos modos de oscilacion de una onda gravitatoria transversal que
se propaga segun la direccion del eje z. Se va sumando en cada fila
7/2 para ver como evolucionan los modos con el tiempo. Lo que se

representa es la perturbacion h,, paracadacaso.[19] . . . ... .. ..

Representacion gréafica de la potencia radiada con ayuda de 4.25 frente
a la distancia radial 4.38. Se toma como valor inicial ag = 10° m, y con
ella se halla, con las ecuaciones recién indicadas, la potencia radiada
asociada a cada distancia, y el valor nuevo de la distancia, conforme
las masas se van acercando. Es un grafico que hay que ver de dere-
cha a izquierda, ya que van disminuyendo los valores del radio a, para

comprenderla bien. De elaboracién propia con ayuda de Python [25].

44

pag. 4



Resumen

En este trabajo se ha abordado el estudio tedrico de las ecuaciones de campo de
Einstein particularizandolas para el vacio con el fin de obtener unas soluciones no
nulas que se propagan a la velocidad de la luz. Al igual que en el electromagnetismo
se encuentran las ondas electromagnéticas, en la teoria de la relatividad general se
encuentran las ondas gravitatorias.

Dichas ondas se propagaran por todo el Universo sin verse alteradas, y pueden
llegar a transmitir una gran informacién sobre la fuente de la que provienen. El Unico
problema de dichas ondas es que estan asociadas a la fuerza mas débil del Cos-
mos, siendo muy dificiles de detectar. A pesar de ello, a dia de hoy se pueden medir
con bastante exactitud, siendo compatibles con los resultados teéricos, afianzando la
teoria de la relatividad general de Einstein.

Presentamos un estudio sobre las ondas gravitatorias: como surgen en el vacio que
las produce, cdmo se propagan, qué potencia asociada llevan y finalmente presenta-
mos una aplicacion practica en la que se estudian las ondas gravitatorias producidas

por la colision de dos agujeros negros.

Palabras clave: Relatividad General, aproximacion de campo débil, ondas gravita-

torias, agujeros negros.
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Abstract

In this work, the theoretical study of Einstein’s field equations has been approached,
particularising them for the vacuum in order to obtain non-zero solutions that propagate
at the speed of light. Just as electromagnetic waves are found in electromagnetism,
gravitational waves are found in the theory of general relativity.

These waves will propagate throughout the Universe undisturbed, and can transmit
a great deal of information about the source from which they come. The only problem
with these waves is that they are associated with the weakest force in the Cosmos
and are very difficult to detect. Despite this, they can nowadays be measured quite
accurately and are compatible with theoretical results, supporting Einstein’s theory of
general relativity.

We present a study of gravitational waves: how they arise in the vacuum that pro-
duces them, how they propagate, what associated power they carry, and finally we
present a practical application in which we study the gravitational waves produced by

the collision of two black holes.

Keywords: General relativity, weak field approximation, gravitational waves, black ho-

les.
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CAPiTULO 1

Introduccion

La teoria de la relatividad general fue propuesta por Albert Einstein en 1915 con el
fin de dar una nueva explicacion a la teoria gravitatoria [8]. Poco después probd la exis-
tencia de la radiacién gravitatoria a partir de pequenas perturbaciones de la métrica
de Minkowski, demostrando que se propagarian a la velocidad de la luz [9]. Demostré
gue estas ondas, una vez abandonan la fuente de su generacién, al tener una longitud
de onda muy corta en comparacién con el radio de curvatura del espacio-tiempo de
fondo por el que se propagan, recorren las geodésicas nulas (aquellos caminos que

minimizan la accién), al igual que la luz.

1.1. CONTEXTO MATEMATICO

Se trabajara en una geometria riemanniana [24], que es una variedad (un espacio
que localmente se parece a R"), donde se ha definido una métrica g, (un tensor dos
veces covariante, simétrica y no degenerada, definida punto a punto y con toda la in-
formacion de dicho espacio). El alfabeto griego en los tensores se usa para remarcar
que varia entre la coordenada temporal y las tres espaciales, mientras que si usamos
el alfabeto latino, sera para referirse solamente a las coordenadas espaciales. La mé-
trica se define a partir de la distancia entre dos puntos cercanos con el uso de la forma
cuadratica diferencial:

ds? = Z Zglwdx“dw” = g dxtdx”, (1.1)

noov



donde se ha utilizado en la ultima igualdad el convenio de suma de Einstein, esto es,
cuando aparecen indices repetidos, se puede suprimir el sumatorio, indicando que
esta implicito aunque no aparezca.

Para pasar de un tensor covariante (subindices) a uno contravariante (superindi-

ces), se puede usar el tensor métrico de la siguiente manera para subir y bajar indices:
Ty = g’ (1.2)

= gz, (1.3)

Por otro lado, para introducir los simbolos de Christoffel, se parte de la definicion
de la derivada covariante, de una forma general, de un vector general VV* viene dada
por:

V.Vl =09,VF +10, V", (1.4)

que tiene un sumando extra respecto al concepto de derivada que se suele tener. Este
segundo término corrige la derivada debido a que los vectores en unas coordenadas
generales varian de un punto a otro, conocido como transporte paralelo del vector.
Un ejemplo coloquial son los vectores de la base de las coordenadas esféricas, que
tienen distintos valores en funcion de la distancia y la direccion.

Eltérmino I, que aparece en 1.4 se le conoce como conexion afin, definida como:

1
FZV = Egp)\(aug/\u + 81/9#)\ - a)\g/w)- (1 5)

Se podria trabajar con una conexion arbritaria, pero en toda variedad con una métri-
ca se puede definir la conexion de Levi-Civita, usada porque es capaz de simplificar
bastante los calculos, y es la que depende del tensor métrico como se ve en 1.5. Esta

conexién especifica satisface que la conexion es simétrica:

I, =T¢ (1.6)

v
y que la derivada covariante de la métrica es cero:
V.9, =0, (1.7)

conocida habitualmente como la compatibilidad con la métrica.
Con todas estas herramientas mateméaticas entendidas, se puede saltar a la ecua-

cién de la relatividad general.
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1.2. RELATIVIDAD GENERAL

Las ecuaciones de campo de Einstein que describen la gravedad [10] vienen dadas
por:

1 811G
RMV — §g,w/R + kAguu = 7ij. (1 8)

En ella se tienen 16 ecuaciones diferenciales parciales, no lineales y de segundo orden
en g,,, siendo muy dificiles de resolver.
En el primer término de la izquierda de 1.8, se presenta el tensor de Ricci, R,.,

definido a partir del tensor de Riemann:

R, =01, -0, +T,I7, —T, I (1.9)

pvp Ho= vp Vo ppd
que mide la variacion de un vector tras transporte paralelo alrededor de una curva
cerrada. Por ende, se obtiene el tensor de Ricci contrayendo el segundo término co-
variante con el contravariante:

R, =R, (1.10)
que tendra bastante importancia; y R = ¢*”R,,, el escalar de Ricci, que es un invariante
bajo cambios generales de coordenadas, y que aparece en el segundo término de la
izquierda.

En el tercer término de la izquierda aparece A, conocida como constante cosmo-
l6gica, y que tomaremos durante el resto del trabajo como nula para simplificar los
célculos, y porque no nos interesa para lo que vamos a estudiar.

En el lado derecho de 1.8 se presenta el tensor de energia-momento 7,,, que
describe la densidad de energia y el flujo de energia y momento lineal a través de una
superficie z# = cte.

Es decir, la ecuacion 1.8 relaciona la cantidad de materia del sistema con la curva-
tura del espacio-tiempo, un entorno que adopta un papel dinamico, y que puede verse
deformado, a diferencia de la concepcién clasica de tiempo y espacios absolutos.

Nos ayudaremos de una propiedad importante que se debe verificar siempre, y es

la conservacion de la energia [13]:
v, =0, (1.11)
que se traduce en, gracias a 1.8, en:

1
V,u (R;w - §Rguu) = v,uG/w =0, (1 12)
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con G, llamado el tensor de Einstein. Dicha ecuacion impone 4 ligaduras, quitando-
nos 4 grados de libertad de 1.8, por lo que en realidad las ecuaciones de Einstein se
reducen a 6 ecuaciones independientes. Las ligaduras se pueden imponer también a
través de una eleccidn correcta de un gauge correcto, imponiendo unas condiciones
especificas sobre el sistema. Mas adelante se veran usos especificos de unos gauges
en concreto.

En el presente trabajo se estudiara en profundidad las ondas gravitatorias [12],
para lo que se toma una perturbacion de la métrica, y con lo que obtendremos una
gravedad linealizada dentro del marco de la relatividad general, donde se parte de
ecuaciones no lineales tal y como se ve en 1.8.

A partir de aqui se trabajara en el sistema natural de unidades, donde ¢ = 1, y
s6lo se pondra su presencia en caso de querer discutir alguna ecuacion en concreto,
y en la que haga falta la presencia de la constante. Que la velocidad de la luz, medida
en m/s, sea igual a 1, conlleva que las distancias y los tiempos tengan unidades de
longitud; y recurriendo a la otra famosa de ecuacion de Einstein [14], E = mc?, la masa

se medira en unidades de energia.
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CAPITULO 2

Objetivos

En el presente trabajo, donde partimos de las ecuaciones de Einstein, nos pro-
pondremos los siguientes objetivos como puntos claves para llegar a comprender de

donde surgen y ver cdmo se producen las ondas gravitatorias. Los objetivos son:

» Uso de la aproximacién en campo débil para la obtencién de la ecuacion que
describe a las ondas gravitatorias en el vacio y en presencia de fuentes, en el

caso de que la métrica sea la de Minkowski 0 una general.

= Descripcion fisica de la onda gravitatoria, estudiando sus modos de oscilacion, y

su relacién con el espin asociado al supuesto gravitén.
= Perturbacién gravitatoria en funcion de las fuentes del sistema.
» Potencia radiada por un sistema gravitatorio.

» Descripcion de un sistema binario, para el que se halla la forma de la perturba-

cién y la potencia radiada.

» Aplicacién a un caso practico de un sistema de dos agujeros negros para una

mayor comprensién de los principales resultados.
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CAPITULO 3

Fundamento teorico

3.1. LiMmITE NEWTONIANO

La relatividad general explica la precesion del perihelio de Mercurio, dando unos
valores mucho mas ajustados a los obtenidos experimentalmente en comparacién con
lo que se obtendria con las ecuaciones de Newton de la gravedad [22]. Sin embargo,
cuando nos encontremos en la aproximacién de campo débil y casi-estatico; es decir,
que la curvatura del espacio-tiempo sea practicamente nula (lo que se traduce en un
tensor de Riemann 1.9 nulo porque no hay apenas curvatura), y las particulas tengan
velocidades no relativistas (v < c¢), las afirmaciones anteriores nos llevan a un sistema
de coordenadas con un tiempo y un espacio absolutos, tal y como postulaba Newton.

Veamos en que se traduce exactamente encontrarnos ante un campo gravitatorio

débil o con particulas con velocidades no relativistas.

3.1.1. CAMPO GRAVITATORIO DEBIL Obtengamos la ecuacion que describe las on-
das gravitatorias en el espacio de Minkowski. Se usara la métrica de Minkowski en

coordenadas cartesianas [26], definida como:

-1 0 0 0
0 100
Nuv = ’ (31)
0 010
0 001
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en la que la componente 7y Yy 71;; tienen distintos signo, diferenciando la coordenada
temporal de las espaciales, la cual se define en espacio-tiempos sin curvatura (7, =
0). Entonces, escribamos la métrica del espacio como una perturbacion de 3.1, con el

parametro ¢ < 1 para destacar la perturbacion:

Guv = N + Eh,uua (32)

con h,, la métrica perturbada. La forma dos veces contraviante de 3.2 sera, a primer
orden, ¢ = n* + Ah*. Aprovechando las propiedades de la métrica, el valor de la

constante A:

G "™ = 0y = (N + €hyw ) ("™ + ARYY) = 0un™ + Anuh" + ehun™ + Achyy 3.3)
= 6 (A + €) + Achy, b, |
Es I6gico pues que, a primer orden, A = —e¢, para asi poder verificar la igualdad.
Con el tensor métrico en forma convariante y contravariante, busquemos la solu-
cién para la ecuacion de Einstein 1.8 a primer orden. Para ello, comencemos con el
calculo de los simbolos de Christoffel segun la ecuacion 1.5, cuyo valor a primer orden

en e sera:

(770)\ - Eh(ﬂ)[au(n)\u + ehAu) + 3u(77m + €hu/\) — O (77W + Ehw)]

0~
IV, ~

N =N

1
(7 — €h™)e(Duhry + Oyhyn — Orhy) + ... = 5677“(8#% + Oy hyux — Orhy).
(3.4)

Nuestro siguiente paso sera el del calculo del tensor de Ricci 1.10, que se puede
escribir como:

Ry = Ry’ = 0,13, — O\, + 1,15, — I),T7 (3.5)

uvt oA*

Fijandonos en la expresion 3.4, los simbolos de Christoffel son proporcionales a
¢, y como en los dos ultimos sumandos de 3.5 tenemos el producto de dos de ellos,
corresponderan con términos de segundo orden, y por ende, despreciables, por lo que:

1 1
R;w ~ 5677/\&8#<8>\hau + ayhAa - aozhAl/) o §€n>\aa>\(auhal/ + al/h#a - aahlw>‘ (36)

El primer sumando se puede simplificar usando que 7**9,hy, = 1**0\h., gracias al
convenio de suma de Einstein, donde hemos redefinido los indices: hemos redefinido
A como «, y o como A. Es decir, que dentro del primer sumando, ahora el primer y

tercer término seran iguales:
1
R, =~ Ee[nmaua,,hm — 7 *0\Ouhaw — 1000 hyue + 1 *O\Oahu]. (3.7)
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En el segundo término, usaremos la definicién de la traza de la perturbacion de la
métrica: h = n’*h,,; y en el Ultimo sumando, nos encontramos ante el D’Alambertiano

del espacio de Minkowski: 9* = n**9,0,, por lo que:

1 1
Ry = 5el0u(0h = 0 hay) = 00, hua] + 560y (3.8)

Por simplicidad, y gracias a las propiedades de la relatividad general, fijemos los
grados de libertad no fisicos de h,, (recordar que hay 4 grados de libertad no fisi-
cos debido a la conservacion de la energia) a través de la siguiente eleccion gauge,

conocida como arménico de Donder [23]:
1
OMhy, — 5th = 0. (3.9)

Con dicho gauge, y con 0,03a = 030,a, 3.8 se reescribira como:

1 1 1 1
R, =~ 56[@(28“%,, — 0%haw) — 0,0%,0] + =€0%h,,, = Ze(a,/m — 9,0,h) + 5682%,

2
(3.10)
dejdndonos una expresién muy sencilla para el tensor de Ricci en el caso que nos

encontremos ante un campo gravitatorio débil:

1
Ry % 560%h. (3.11)

Contraigamos el tensor de Ricci para obtener el escalar de Ricci:
v v v 1 2 1 v a2 1 2
R=g¢"R,, ~(n" —eht )566 Py = 5677’“‘ 0°hy, = 568 h. (3.12)

Con éste ultimo, ya tenemos lo necesario para sustituir en la ecuacion de Einstein.

Sustituyendo en 1.8:

1 1 1 1
R,w - §guuR + ’ng/w = _’iTuV ~ §€a2hlw - §(nlw + ehw)éeth

1

, 1 , (3.13)
~ 7€ 0 hyy — 57]W3 h.

Tiene una forma parecida a una ecuacion de ondas, debido a las derivadas segundas
de la perturbacion, inhomogénea por la presencia del tensor energia-impulso. Otra
ecuacion con el mismo significado pero del que se puede ver mas claramente el sen-
tido fisico se obtiene contrayendo la ecuacién original de Einstein 1.8 con el uso de la
métrica:

g Ry, — %g“”gwR = —rkg"'T,, = —KT' =R — %4]% = —R, (3.14)
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de donde se deduce que R = «T'. Sustituyendo en la ecuacion de Einstein 1.8, se

obtiene una ecuacion equivalente:

Ry = —r (TW _ %ng) . (3.15)

Sustituyendo 3.11 en la ecuacion anterior, y teniendo en cuenta que, segun 3.13, 7},

es proporcional a e:

%e@ZhW ~ —K (TW - %(nw + ehW)T) ~—K (Tuu - %nle) , (3.16)
de donde se desprende un resultado muy importante en relatividad general: en la
ecuacion 3.16 nos encontramos a una forma parecida a una ecuacién de ondas in-
homogénea para la perturbacion h,,, cuya solucion seran unas perturbaciones del
campo gravitatorio que se propagan a la velocidad de la luz: las llamadas ondas gra-
vitatorias.

En el caso en el que no tenemos ni masa ni materia, en el vacio, tal y como suele
hacer en electromagnetismo para encontrar unas ondas que se propagan por €l a la

velocidad de la luz, se encuentra una ecuacion clara para las ondas gravitatorias:

1 1 02
§€azhuu =0 — apaphw/ = 82hu1/ = (0_2@ - v2) huy =0. (317)

Es decir, en el vacio, tal y como ocurria para el caso electromagnético, nos encon-
tramos que la perturbacion h,, efectivamente se comporta como una onda llamada
gravitatoria que se propaga a la velocidad de luz. Es decir, en la teoria gravitatoria
surgen unas ondas que se propagan a la misma velocidad que las electromagnéticas,
y que ha sido verificado experimentalmente [1], habiendo cierta analogia entre ambas
teorias, y que se ira haciendo mas clara conforme avancemos en el trabajo.
Fijandonos en la Figura 3.1, se ve un claro ejemplo de unas ondas gravitatorias pro-
ducidas por un sistema binario (caso que se profundizara mas adelante. Se pretende
desde el comienzo se tenga una idea visual de qué es lo que se esta estudiando). Se
puede comparar con la Figura 3.2, donde el impacto de una piedra sobre la superficie
del agua produce unas ondas, que son analogas, con sus maximos y minimos, y que
van desde la fuente hasta el resto del estanque. Nuestras ondas gravitatorias son pro-
ducidas por una forma especifica del tensor energia momento, que es la fuente tal y
como se ve en 3.16, y que debe ser un dato conocido para poder resolver la ecuacion,

y hallar la forma de la perturbacion #,,,
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Figura 3.1: Representacién de unas ondas gravitatorias producidas por dos cuerpos
astrofisicos, orbitando uno alrededor del otro. Se ve un comportamiento normal de las

ondas, con sus maximos y minimos. [21]

Figura 3.2: Imagen tomada del impacto de una piedra verticalmente sobre la superficie

del agua, produciéndose ondas. [16]

3.1.2. VELOCIDADES NO RELATIVISTAS Estonosrestringeaquev < 1, juntoace < 1
la perturbacion (ambas son adimensionales en el sistema de unidades naturales). Esto
nos permite elegir la velocidad de la particula como v ~ € < 1, cuyo tiempo propio en
movimiento en el seno de un campo gravitatorio correspondera con dr = /1 — v2dt ~
dt [20].

Nuestra particula de prueba tendra una velocidad ¢ tal que recorrera una distancia
dz® en un intervalo de tiempo dt, siendo la relacién entre estas variables, a primer

orden, dx' ~ edt, correspondiendo z* con las coordenadas espaciales.
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Por tanto, para un funcién f(z*,t), se verificara que:

of of _ of

ot = ot dxife) s

— ¢d,f, (3.18)

indicAndonos que la derivada temporal de una funcién arbritaria, dependiente de las
coordenadas espaciales y de la temporal, tiene un orden en e mayor que las derivadas

espaciales, que corresponde con el gradiente. Por ende, 0, f < 0;f.

3.2. PERTURBACIONES DE METRICAS ARBRITARIAS

3.2.1. ECUACION DE EINSTEIN Evaluemos ahora el caso de unas perturbaciones
lineales en espacios arbritarios y en coordenadas curvilineas (no limitados al caso de
Minkowski como en el capitulo anterior).

Al igual que antes, tomaremos una perturbacion de la métrica hasta primer orden,
por lo que, por analogia con 3.2, y el resultado obtenido en 3.3, la forma de nuestra

métrica sera:

guu = G + Ehum (3 19)

guv ~ gul/ _ 6hulf7
De nuevo, para obtener las ecuaciones de Einstein, tendremos que calcular los
simbolos de Christoffel, el tensor y escalar de Ricci, y para un futuro, nos convendra
tener también el tensor de Riemann. Nos quedamos en primer orden en e para simpli-

car algo los célculos. A continuacién se presentan los calculos mencionados [15]:

» Simbolos de Christoffel:

ffw = _gm\(aughz + 0o Gur — akgul/) ~ (gg)\ - eh”’\)[aﬂ(g)\y + ehy,) + D Gux — a,\ﬁ,w]

~
~

ga/\ (aug/\z/ + augu)\ - a)\g/u/) + egg)\ (auh)\z/ =+ &jhu)\ - 8/\h;w) .

DO =D =

N~ DN~

(3.20)

Gracias a la conexién de Levi-Civita, a la compatibilidad de la métrica, se verifica
que:
g,uuvpswj = VpSl/j, (321)

por lo que la expresién buscada es:
o o 1 o o o
L~ T, + 5€ (Vub] + Vb = V7hy,) (3.22)

pag. 17



m Tensor de Ricci:

R, = 0,1}, — Iy, + 1,15, — 1,17

purs oA

1
~ Ry + 5el0u(Val) + Vb3 = Vo) = 03(V,l) + Vb = V)] (3.23)

1
= Rw/ + §€[Vual/h + V/\v)\hf;w - v,\vuh;\ — V)\v,/hf;]

m Escalar de Ricci:
R= Ry » (¢ — )R
1
~ g™ R, + 56[9“”V,\VAhMV + ¢V, 0,h — g“”VAVMhﬁ — g“"V,\Vyhﬁ] —eh" R,

= R+ ¢[VaAV*h — V,V,h" — k" R,,].
(3.24)

» Tensor de Riemann: Si intentamos sustituir en su ecuacién directamente, nos
sera un trabajo casi imposible hallar su expresion analitica sin equivocarnos por
el camino. Como camino alternativo se ve que ffw =17, + K, en 3.22, donde
el segundo sumando correspondera con el término de primer orden. Por ende,
el tensor de Riemann sera, para la conexion de Levi-Civita:

R, =R\, +V,K) -V,K, +K,

pvp pvp bp po

o o A o
K K], — KK, (3.25)
Sustituyendo K7, ~ €(V,,hj + V,hi — V?h,,)/2 en |la expresion anterior:

X 1
Ry, ~ R, + e[Vl + Vb — V) — Vo (Vi + V0 — V)]

pvp wep T o
1
= Rpp + 56V Vil + V.V = ViV, = VoV by + V. V).
(3.26)

Se puede calcular también que el conmutador que se nos presenta viene dado
por:
[V, VoIh) = Ry, b — RS, ho = Ry hS — Ryypeh™. (3.27)

pvo'Cp pvp'to pvo'Cp

Finalmente, tenemos lo necesario para obtener la expresion buscada:

Rﬁ,,p A wa + %e(vﬂvphﬁ ~V,V*h,,— V,,V,,hﬁ +V,V*h,,+ Rfmhg — Rupoh™).

(3.28)
Es un término no nulo, como se esperaba porque ya no nos encontramos en
el caso de Minkowski, y con una estructura muy compleja, que depende de la
perturbacién y del tensor de Riemann cuatro veces covariante de la métrica sin

perturbar.
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Para esta métrica, se sigue verificando, a primer orden, todas las propiedades im-
portantes de la relatividad general como la compatibilidad con la métrica, las identida-
des de Bianchi [11], y la divergencia nula del tensor de Einstein.

Con 3.23 y 3.24 para sustituir en la ecuacion de Einstein, junto al factor de que
debido a la métrica perturbada, el tensor energia-momento se puede escribir de ma-
nera perturbada tal que 7}, ~ T, + et,,, con t,, la perturbacion del tensor recién

mencionado a primer orden, la ecuacién 1.8 aplicado a nuestro caso sera:

R, — %QWR = kT, = R, + %e[v,ﬂyh + VoV — VaV,uhy — ViV, h)] 3,29
—%(g,w - ehy) (R + VAV = VoV ™ — W R)) & —k(Thy + ct).
Podemos ir igualando la ecuacién anterior por 6rdenes:
= Orden cero:
R, — 1gWR = —kT,,, (3.30)

2
que corresponde con la ecuacién de Einstein 1.8. Es un resultado I6gico ya que,

si la métrica 3.19 la dejamos a orden cero, tenemos g,,,, que podemos ver que

se trata de una solucién exacta de la ecuacion de Einstein, obviamente.

= Orden uno:
1 1
5[VM8Vh+VAVAhMV—VAVMhﬁ—VAVVhﬁ]—§gm,[VAVAh—VMVVh’“’—hWRW] ~ —kt,,

%[Vuayh+v2huu—VAVMhﬁ—VAVVhQ—h,wR—g,wV2h+gWVAV,)h*p+gWh”*RM] ~ —kt.
(3.31)

La ecuacion en primer orden consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales

de segundo orden para h,, (segundo orden porque aparecen segundas deriva-

das del mismo), que sera la incégnita del problema, lo que buscamos resolver. Se

supone la métrica g, y sus tensores de curvatura conocidos. Estas ecuaciones

diferenciales estan acopladas, por lo que resolverlas es muy dificil.

Podemos volver a recurrir a la ecuacién de Einstein sin traza para obtener unos
resultados mas sencillos y que tengan un sentido fisico mas claro. Para ello, usemos

3.15 para el caso actual:

~ ~ 1. - 1
Ry, = —Fk (TW - 59;#) N Ry + 5e[Vu0oh + VoV = VaVuhy = VoV, hil

1
~h {Tl‘” + et — 5(9@ + ehm,)(gAp - eh/\p)(TAp + €lxp)

(3.32)
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Si tomamos soélo el primer orden en ¢ de la ecuacién anterior (porque se ve que, de
nuevo, a primer orden, obtenemos la ecuaciéon de Einstein sin traza que verifica la
meétrica g,,,,, 3.15):

1 1 1 1
5 (Vs +V,0,0 = VoVl = ViV, b)) & —k (tW = 39t + 59T, - §h,ngﬂTAp)

1 1 1
—k (twj — §gu,,t + §g,u,h pT)\p — §h/WT) .

(3.33)

En ausencia de materia y energia, 7,,, = t,, = 0, por lo que el término derecho de 3.33
seria nulo, y sélo nos quedaria el izquierdo, describiendo la dinamica compleja de las
perturbaciones métricas, parecida a una ecuacién de ondas compleja, y de donde se
vuelve a desprender que h,, se propaga por el vacio a la velocidad de la luz.

En el término derecho de la ecuacién (lo que seria el término inhomogéneo de
la ecuacion de ondas) tenemos las fuentes de las perturbaciones métricas h,,,, que
son las perturbaciones del tensor energia-momento ¢,,, y 1as interacciones entre h,,
y 1,... Es decir, ocurre lo que se conoce como retroaccion: la presencia de las pertur-
baciones métricas interaccionando con el contenido de energia y materia causan mas
perturbaciones, es decir, se retroalimentan.

La retroaccién es algo bastante curioso, ya que la interaccién de la perturbacion
con la materia y energia provoca mas perturbaciones. Nos hemos limitado al primer
orden, pero si nos fijamos en la ultima igualdad de 3.32, especificamente en el ultimo
sumando, donde tenemos guyg*PTAp, surgen términos como hw,hf“. Esto se aprecia-
ria mejor si hubiésemos hecho todo el calculo hasta segundo orden, pero nos indica
una cosa muy interesante: las propias perturbaciones pueden retro alimentarse a si
mismas, causando unas interacciones no-lineales debido al caracter no lineal de las

ecuaciones de Einstein.

3.2.2. PERTURBACIONES EQUIVALENTES Habra configuraciones de h,, que seran
perturbaciones fisicas equivalentes debido a que nos encontramos ante una teoria
invariante bajo cambios generales de coordenadas al estar formulada de manera co-
variante. A continuacion vemos como afecta este hecho a nuestro problema.

Sea un cambio de coordenadas de la forma y* = y*(z*), la métrica 3.19 transfor-

mara como:

R oxt ox¥ _ oxt Ox”
9as(Y) + €has(y) = Gas(y) = a—wa—yﬁgw(ﬁ) = a—wa—yﬁ(gw(x) +ehuw(x)).  (3.34)
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Igualando orden a orden, esta claro que tanto g,, como h,, Sse comportan como un
tensor de rango dos bajo transformadas generales de coordenadas.

Si tomamos un cambio infinitesimal de coordenadas de la forma x# = &* + e£#(z),
con dz# /0¥ = 6! + €0,&, y sustituimos en 3.34, con y* = &%, podemos relacionar dos
meétricas g,,, ¥ Gy

OxP Ox?
() = 5o o307 (1) = (GO G DLENTr 2) = Gus () +e(0,E) i (0)+e(0,EV)r ().

(3.35)
Expandamos por otro lado g, (%) en un desarrollo de Taylor alrededor de z* hasta
primer orden en e para comparar con la ecuacion anterior. Por definicion, el desarrollo

en serie de Taylor de una funcién f(z) [18] seré :

< 4(m)(g
) =3 LB o (3.36)

n.

por lo que, aplicado a nuestra métrica, teniendo en cuenta la definicion del cambio

infinitesimal de coordenadas tomado y quedandonos hasta el primer orden en e:
G (F) = G () 400G (@) (T — ) + oo & (g, (@) + €hi,) — €€20n(g), + €hi,). (3.37)

Con las ecuaciones 3.35 y 3.37, podemos igualar segun los 6rdenes de e. A orden
cero obtenemos que g,,(r) = g,., revelando que ambas métricas daran lugar a las
mismas ecuaciones, y que dan la misma fisica, a pesar de diferenciarse por el cambio

de coordenadas. Para el orden uno encontramos un resultado mas interesante:
h/m/ - gka)\g;w = h/w + (augp)gpu + SAa)\g:“,. (338)

Para continuar con el calculo, nos ayudaremos de la derivada covariante 1.4, con la

gue se puede reescribir 3.38:
h;u/ = huw+ (Vugp - Fﬁaf")gpu + (Vuf)\ - F;\afa)guk +€)\<V/\9/~w + Fiugw + Fi,,g,w). (3.39)

Gracias al convenio de suma de Einstein, y a que, en la conexion de Levi-Civita, se
verifican 1.6, 1.7,y ¢, V,£" = V¢, (expresion analoga a 3.21 pero para un tensor de

orden 1), se nos simplifica 3.39 a:
W = Puw + GV i€’ + GV = by + V. + Vo6, (3.40)

Es decir, que las perturbaciones métricas h;,, y h,.,, que difierenen V&, + V., ¢, des-

criben la misma perturbacion pero en coordenadas distintas, ya que hemos obtenido
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la relacién entre ellas bajo un cambio general de coordenadas. Por ende, se podria
pensar que la perturbacion h,, = V£, + V., es un cambio de coordenadas que se
propaga por el espacio, sin ningun sentido fisico. Esto se puede ver si se sustituye en
3.28, de donde se obtiene, tras una serie de calculos:

N 050038 050 9

By ™ Ok Ozv Oxr Oz’ P

(3.41)

siendo claro que la geometria del espacio es invariante bajo una transformacion del
tipo dado en 3.40, con £™u arbritario, confirmandonos que no tiene sentido fisico al-
guno.

Al igual que los potenciales electromagnéticos A, y A), = A, + 9,A describen la
misma fisica [6], ocurre lo mismo con 3.40: se trata de una transformacion gauge
en gravedad linealizada. Entonces, como F),,, el lamado tensor electromagnético, es
invariante bajo las transformaciones gauge A,,, el tensor de Riemann y sus contraccio-
nes son objetos que transforman de forma covariante bajo transformaciones de #,,,
dando lugar a las mismas ecuaciones que si tienen sentido fisico como las de Einstein.

Esto nos permite eliminar cuatro grados de libertad fisicos (debido a que &+ tiene
cuatro distintas componentes) con una eleccion apropiada de una simetria gauge.
En nuestro caso, el mas apropiado para poder simplificar 3.33 corresponde con el
ya mencionado en 3.9. En ese caso era para Minkowski, mientras que para el caso

arbritario, toma la siguiente forma:
g"Tn, =0, (3.42)

que permite reescribir 3.22 como:
g™ T, + %e (V,hg +V,hS —Vh,,) | =0. (3.43)

Igualando por drdenes de ¢, a orden cero se tiene que ¢g*I'7, = 0, mientras que, a
orden uno, con ayuda de 1.7, podemos introducir la métrica dentro de la derivada
covariante para subir y bajar los indices de lo que haya dentro de la derivada, obte-

niéndose a primer orden:
V(" h)) + Vo, (g"h) — V7 (g" hy) = Vb + V,h7 — V7h = 0. (3.44)

Redefiniendo los indices, y recordando que, para un escalar, V°h = 9°h, obtenemos

finalmente la forma del gauge arménico de Donder que mas usaremos:
1
VvV, — 58% =0. (3.45)
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Si aplicamos el gauge arménico en la ecuacion de Einstein a primer orden 3.33, se

nos simplifica a:

1 1 1 1
5(VQhW + R0hyp + ROhyp) — Rupunh? =~ —k <tw, — =gt + =guh Ty, — thT> :

2 2
(3.46)
La parte fisica de las perturbaciones métricas son como ondas que se propagan a
la velocidad de la luz (se puede ver debido a la presencia de V*h,,) por el espacio-
tiempo, cuyo operador diferencial es una generalizacién del laplaciano para espacios

Curvos.

3.3. ONDAS GRAVITATORIAS EN MINKOWSKI

Las ecuaciones presentes en 3.46 son muy dificiles de resolver, por lo que las
utilizamos en el caso del espacio de Minkowski para simplificar el problema y obtener
algunos resultados con sentido fisico.

Ya se vio que la forma de la ecuacion de Einstein para el espacio de Minkowski
(sin curvatura, R7,

Al igual que en el caso electromagnético, la solucion mas general de esta ecuacion

= 0) en ausencia de fuentes (7, = 0 = t,,) se simplifica a 3.17.

homogénea correspondera con la superposicion lineas de unas ondas planas. Por

sencillez, nos limitaremos al caso de una sola onda plana, cuya solucion sera [19]:

hyy = Ce™ (3.47)

uv

con k, el vector de ondas (que es constante respecto a las coordenadas espaciales),
z* el vector posicion, y C,,, un tensor constante conocido como tensor polarizacion.
Veamos que condicion debe verificar la solucion 3.47 para verificar la ecuacion 3.17

bajo las condiciones i, =0y T, =0 =1,,:

0,07 (C™™) = 0 = C0,0° (%) = Cy [P 00 ik )] = iCy b, | P 2
p o purp purp o p )
P
= iCun 8™ 0, (iky1") = —Clue™T KNG = —C ™7 kP,
(3.48)

Tomemos C,, # 0 para evitar soluciones triviales, y es claro que e —£ 0, por lo que
la Gnica opciodn es k”k, = 0. Esta igualdad nos indica que k* corresponde con un vector

nulo: nos encontramos ante ondas que se propagan por el espacio a la velocidad de
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la luz siguiendo unas estructuras matematicas llamadas geodésicas, que minimizan la
accion. La naturaleza, a través de las ecuaciones, nos vuelve a indicar que las ondas
gravitatorias se propagan a la velocidad de la luz.

Como el vector de polarizacidén es simétrico por construccién del problema, tendra
diez componentes independientes entre si. Podemos ir relacionandolas entre ellas
con ayuda de los gauge y de las transformaciones generales de coordenadas para
disminuir el nUmero de grados de libertad del sistema.

Si elegimos el gauge 3.9, nuestra solucion 3.47 cumplira la siguiente relacién:
. 1 . 1 .
0= au(ctw/ezk)\x)\) . 581/(7704,8}%15) _ Z-cuuk)\(aux)\)ezlﬂx* _ Enyynaﬁa’y<0aﬁezk)\x>\)
. 1 . . 1 .
= z'C’“”lc,\éﬁe”W’:A — 577”7770‘[3C’afﬂ'k’,\87x’\e“7‘3”A = z'C"“’lfMe”“”:A - 52’77””’77“50&51@621“”}.

(3.49)

Como ie?»** £ (), obtendremos que:
1 v, af 1 v
k,CH = §k: N Cap = 5!{: ch. (3.50)

Esta relacion, que no es mas que la condicién del gauge arménico de Donder aplicado
al problema actual, nos elimina cuatro grados de libertad, dejandonos seis grados de
libertad fisicos.

Si realizamos una transformacion del tipo 3.40, tendremos libertad para elegir la
forma de ¢* que mas nos convenga. El mas general que podemos tomar, fijandonos en
la forma que tiene la perturbacion 3.47, es ¢* = iU+ e™** con U un vector constante.

Con esta eleccion, la perturbacion transformara de la siguiente manera:
R = Clye™ ™ = hyy, — iUV, — iU, V,e™ = Ry, + Uk e™®™ + U, ke
ikyz?
= (Cw + kU, + kU, )e™ .
(3.51)

Veamos si (), verifica también 3.50:
1
kuC" + bk Uy + bk Uy = S (K C 4+ K kU + Kk, U™). (3.52)

Como £# es un vector nulo, es claro que tanto €}, como C,, satisfacen la relacion 3.50.
Es decir, con la transformacién realizada hemos eliminado otras cuatro componentes
de la perturbacion gracias a una buena eleccién de U*.

Finalmente, podemos concluir que el tensor polarizacion C,, tiene solo dos grados

fisicos. Veamos como aplicar esto en un ejemplo concreto.
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3.3.1. POLARIZACION Supongamos una onda propagandose en la direccion del eje z
tal que k, = (k,0,0, —k), verificando que se trata de un vector nulo (k k" = k*—k* = 0).

Conociendo la forma del vector de ondas, usemos adecuadamente la condicién
del gauge armdnico 3.50 y la transformacion 3.51, para quedarnos sélo con los dos

grados de libertad fisicos que nos describiran completamente el problema.

= Condicién gauge: Particularicemos para las componentes temporal y espaciales.

Para la coordenada temporal, 3.50 sera:
k,CHt = 1/&0“ = kC" — kC* = 1kC“‘ 3.53
W - 5 w - - - 5 W ( - )
para la componente x e y se obtiene un resultado analogo. Seai =x 01 = y:
) 1 ) 7 21 ) 21
k,C* :Ekq‘j:():kct — kC* — C" = C*, (3.54)

de donde hemos obtenido dos ecuaciones que nos relacionan las distintas com-
ponentes del tensor de polarizacién, eliminandonos dos grados de libertad. Por

ultimo, para la componente z:

1 1
k,CH* = Ek:ZC’l’j = kC¥ — kC** = §kCﬁ. (3.55)

Igualando las ecuaciones 3.53 y 3.55:

1 1
51@05 = kC" — kC* = kC"” — kC** — C"* = 5((]” + C*). (3.56)

Esta ecuacion nos elimina el tercer grado de libertad. El dltimo lo eliminaremos

sustituyendo esta ecuacién recién obtenida en 3.53:

1 1 1 1 1

C«tt _ _(Ctt + sz) — _nw/c«w/ — _(Ctt —CrE _ oYY — sz) —_ _Ctt _ _C(zz’ (357)
2 2 2 2 2

de donde se obtiene C** = —C%. De todas las ecuaciones anteriores es claro

que las seis componentes independientes corresponden con Cy, C,.., C.., C,. y

Cy., junto a C,,, que no aparece en ellas (razon por la que es independiente).

= Cambio de coordenadas: realizando el cambio de coordenadas 3.40, con para-
metro &# = iUek™ tal que se verifica 3.51, las componentes independientes del

tensor de polarizacion transformaran como:
Cit = Cu + k Uy + kU = Gy + 2kU, (3.58)
C! . = Cup + 2k, U, = Cyy, (3.59)
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C!. =C., +2k.U, = C,, — 2kU., (3.60)

Cl = Chy, (3.61)
C!. =Ch+0+ kU, = Cy. — kU,, (3.62)
C!, = Cyp+ 0+ kU, = Cy. — kU, (3.63)

Tomemos U, = k™' (—3Cy, C,,C,., 1C..) como vector constante (recordar que
con una buena eleccién de dicho vector, podemos eliminar otros cuatro grados
de libertad), se quedan igualadas a cero todas las componentes independientes

salvo C,, y C,,, eliminandonos otros cuatro grados de libertad.

Si definimos C, = C,, = -C,,, y Cx = C,,, tendremos una onda descrita por
hy = We““*w*, dependiente de sélo dos parametros del tensor de polarizacién, el

cual viene dado por:

0 O 0 O
0 C. C. 0

C;uz = (364)
0 O 0 O

Como nuestra perturbacion se propaga segun la direccidén del eje z, y tiene sus
componentes en el plano zy, se deduce que las ondas gravitatorias que surgen en el
espacio de Minkowski son ondas transversales; es decir, que la direccién en la que

oscilan las ondas (plano xy) es perpendicular a la direccién de propagacion (eje z).

Modos de oscilacion

Una vez conocida la forma de £, gracias a 3.64, veamos los distintos comporta-
mientos que este puede presentar.
A) Oscilacion +: Tomando C, = 0, la métrica del espacio adopta la siguiente

forma:

ds* = (Nu, + €hy))datds” = n,,detds” + ehy,, dz"dx”
(M p 1 p (3.65)
= dt* — dz® — dy? — dz* — €hg,da® — ehy,dy®.

Como ahora vamos a obtener algo que tiene en si sentido fisico, tenemos que tomar
la parte real de 3.47, que no serd mas que h,, = C,,cos(kyz*), con kyz* = kt — kz, en

este caso. Continuando con la métrica:
ds* = dt* — (1 + eCycos[k(t — 2)])dx* — (1 — eCycos[k(t — 2)])dy* — dz°. (3.66)
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De esta se deduce que una onda gravitatoria perturba un anillo de particulas de prue-
ba colocadas en el plano zy, las cuales oscilaran con una amplitud ¢C',, y con una
frecuencia k. Ademas, el desplazamiento en el eje z e y van desfasadas , lo que
implica que si las particulas se acercan en la direccion del eje x, se alejaran en el eje
y, y viceversa, dando lugar a una deformacion en forma de + (véase la Figura 3.3, la
primera columna comenzando por la izquierda).

B) Oscilacion x: Ahora, C'; = 0, por lo que la métrica sera:
ds® = dt* — dy® — dz* + 2¢Oy cos[k(t — 2)|dzdy, (3.67)

gue se vuelven a tratar de perturbaciones en el plano zy, de nuevo con una frecuencia
k, pero donde los desplazamientos ocurren en las direcciones diagonales = + y y
x — y, dando lugar a una deformacién en forma de x (véase la Figura 3.3, la segunda
columna comenzado por la izquierda).

Destacar que las oscilaciones x y + corresponden con polarizaciones lineales, tal
que se pasa de una a otra a través de una rotacién de /4, por lo que, en el fondo,
se tratan de la misma polarizacion. De hecho, dan lugar a tensores de Riemann con
formas anéalogas.

C) Oscilaciones circulares: Haciendo superposiciones lineales de las dos oscila-

ciones anteriores, podemos obtener los dos siguientes modos de oscilacion:

Ch = %(cu +iC), (3.68)
1 |
Cr = §(C+ —iCy), (3.69)

obteniéndose ondas gravitacionales con polarizaciones circulares, donde la elipse de
las particulas gira en anti horario para la primera, y horario para la segunda. Es decir,
son modos invariantes, y no podemos pasar de Cr a Cf, bajo rotaciones (véase la
Figura 3.3, las dos columnas de la derecha).

Por ende, C, y C se transforman uno en el otro bajo una rotaciéon de 7/4, mientras
que C}, y Cr son invariantes. Veremos que esto esta relacionado directamente con que

el espin del campo gravitatoria sea dos.
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( Deformation of a ring of test particles
w{l — 2)

2na

(2n + l)w

2n + Dx

(3

olololo!
FICE O

olciolo]

statolol

Figura 3.3: Distintos modos de oscilacion de una onda gravitatoria transversal que se

propaga segun la direccion del eje z. Se va sumando en cada fila 7/2 para ver como

evolucionan los modos con el tiempo. Lo que se representa es la perturbacion h,,, para

cada caso. [19]

Espin del campo gravitatorio

Comencemos viendo como transforma el tensor de polarizacion bajo A¥, que co-

rresponde con una rotacién de un angulo ¢ en el plano zy, dado por:

1 0 0 0

0 cos senf O
AR =

0 —sen cosf@ O

0 0 0 0

Como la perturbacién transforma siguiendo la siguiente ecuacién:

By = (A0 = €™

I

(3.70)

(3.71)

las componentes independientes del tensor de polarizacién transforman segun:

Ch = (A_l)f(A_l)Z\CpA =1-1Cy,
C;z = (Ail)g(Ail)i\CpA = Cz27

(3.72)
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Cry = (A2(A))Cn
= (AHZAT)yCop + (ATHSAT)ICoy + (ATHU(AT) Oy + (ATHY(ATHYC,,
= cosfsenfCy, + (cos*0 — sen G)C’xy — senfcosfCy,

= cosfsenfCy, + cos(20)Cy, — senfcostdC,,,

(3.73)
Coo = (AT)(ATHEC0 + 2(A)S(ATEC0, + (ATHE(ATYC,, (3.74)
= c0s°0C,, — 2sentcostfCy, + SenQHC’yy, -
C! = (A"H2(A):C,. = costC,. — sendC,.,
( ( > y (3.75)
C,. = senfCy. + cos0C,..
En 3.72 tenemos dos ecuaciones que verifican lo siguiente:
Ct,t = eioectt’
(3.76)

/ —i00
C,,=¢e""C,,.

Al tener la dependencia anterior, se dicen que tienen helicidad cero, ya que la helicidad
h de un campo se define a partir de un vector arbritario P, que verifica la siguiente
relacion:

P, =¢"P,, (3.77)

donde el maximo valor de h corresponde con el espin del campo.
Con las definiciones dadas en 3.69 y 3.68, junto a las dos siguientes que introduci-

remos por conveniencia:

1 :

VR = E(sz + ZCyZ), (378)
1 :

v, = E(sz — ZCyz), (379)

podemos ver como transforman 3.78 y 3.79:

Vg = T(C' +iC,.) = 7[ C,.(cosf + isen) + iC,.(cosd + isend)] = evp, (3.80)
1 ,
v = 7( —iCy.) = E[CM(COSQ — isenf)) — iC,.(cosf) — isenf)] = e “v;. (3.81)

De estos dos se deduce que su helicidad es +1.
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Por ultimo, 3.69 y 3.68 se transforman de la siguiente manera:

Ch = %(c;x Lic)
::;%5(00329C2m — 2senfcosCyy + sen*0C,, + icosfsendCy, + icos(20)Cyy — icosfsendCly,)
— %[Cxx(COSQQ — sen?0 + i2senfcos) + Cyy(—2senbcost + icos(20)] = e**Cp,
(3.82)
Cr = %(C;x —iCL)
= %(005290m — 2sentlcosfCy, — senQQC’yy — icosfsenfC,, — icos(20)C,, + icosfsendC,,)
- :;E[sz(cos(29)__isen(Qe))__iczw(COS(QQ)-—isen(29)ﬂ =e W00,

(3.83)
indicandonos que tienen una helicidad de £2, gracias a que h,, se transforme con dos
matrices A~.

Se sabe que C,, solo tiene dos componentes independientes, indicandonos que
las componentes con helicidades 0y +1 las podemos eliminar con una transformacion
gauge, lo que nos deja solo las componentes con helicidades +2, que son las que
tienen sentido fisico por tener el maximo valor de la helicidad. Este hecho es el que
nos dice que el campo gravitatorio tiene espin dos. [15]

Hemos podido descomponer el tensor polarizacion de la relatividad general lineali-
zada en distintas componentes con diferentes helicidades: una con helicidad maxima,
h, y luego una serie de componentes con helicidades menores, h — 1, h — 2, ..., —h.
Este resultado es el mismo que se espera en una teoria de la cuantizacién del mo-
mento angular, donde la simetria gauge elimina en ambas teorias las componentes no
fisicas que tienen helicidades menores, dejando, en este caso, las dos componentes
con helicidad maxima (en valor absoluto) como grados de libertad fisicos. Esto esta
relacionado con el hecho de que un campo cuya particula mediadora no tenga masa,
sélo tiene dos grados de libertad, caracterizado con su helicidad +h.

El campo electromagnético tiene helicidad +1, descrito por un vector A, , mien-
tras que el campo gravitatorio tiene helicidad 42 descrito por el tensor simétrico h,,,,
indicAndonos que ambos campos se comportan de maneras distintas.

A pesar de que todavia no se ha podido cuantizar la gravedad, segun lo recién
hecho en este apartado, el cuanto del campo gravitatorio, al que se le conoce como

graviton, deberia tener espin dos.
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3.3.2. FUENTES Estudiemos ahora que parte del tensor energia-momento es res-
ponsable de la generacion de las perturbaciones métricas. Asumamos que dicho ten-
sor toma la forma T,,, = t,, en el espacio de Minkowski. Entonces, a primer orden
en ¢, la ecuacion de Einstein vendria dada por 3.31, donde 7),, = 0, junto al tensor de

Riemann y sus contracciones, que también son nulas (si R? = 0 en Minkowski, es

uvrho
l6gico que al contraerlo para obtener el tensor y escalar de Ricci, sean también nulos).

La ecuacién 3.31 que tendriamos en este caso sera:

1

5[ Vaudih + VA — VAVl = VaVuh) — g V2h + g VaV,h Y] = —kt,,.  (3.84)
Redefinamos la perturbacion como por simplicidad:

- 1
h;w = h;w - 57]#1/]17 (385)

por lo que podemos reescribir el gauge armdnico en funcidén de la nueva definicion de

la perturbacién:
1
V= 0,h" + T Y 4 I‘;Ah” a”h o ( ”“h) (3.86)

habiéndose usado en la primera igualdad la definicidon general de |la derivada covarian-
te de un tensor dos veces covariante. Como la métrica 7,,, tiene sus componentes con
valores constantes, y I'),, depende de las derivadas de dicha métrica tal y como se ve
en 1.5, es claro que I'7,, = 0. Entonces, nuestro gauge en Minkowski toma la siguiente
forma:
8, (h“” — %n“l’h) = QW =0 & dh" = %&’h. (3.87)
Con ella, sustituyamos en 3.84:
—2kt 0, = 0,0,h + 020y — Ox0u(Muah™®) — ONDy (Nuah™™) — 1, 0NO™h + 1,000,
= 0,0,h 4+ O\ — N0al, (%8%) — NpaOy <§8ah> — N ONO™h 4 1,07 Gakh)
= 0,0,h + O\ h,,, — %auayh — %@@Lh — %n,wﬁkakh = 0,0 (hW - %mﬂ) :
(3.88)
donde no nos hemos preocupado por cambiar de orden las derivadas ya que, en este

caso, [V,,V,|h*? = R* _h°f + R, h*e = 0 [5]. En la bibliografia se define un tensor

uvo uvo

de torsion, que en la conexion de Levi-Civita es nulo gracias a la simetria de la misma.

Finalmente, la ecuacion que describe el problema, usando la definiciéon 3.85, es:
N, = VPh,, = —2kt,,. (3.89)
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Esta ecuacion tiene una forma similar a la ecuacién de Poisson del electromagnetismo,

V2¢ = —p/¢ en el vacio, cuya solucion es:

o) = — [ 2D g, (3.90)

Cdmey ) |71

con tgp =t — |Z — 7] el llamado tiempo retardado: es el tiempo en el que fue emitida
la onda. Comparando las ecuaciones equivalentes, y la solucion de la ecuacién de
Poisson, la solucién de 3.89 sera:
B (T, 1) = % / %cﬁy. (3.91)
La perturbacion métrica en el instante ¢ en la posicion Z esta determinada por la su-
perposicién de todas las perturbaciones del tensor energia-momento en cono de luz
pasado del punto (Z,t). Esto se debe a que las influencias causales tardan un tiempo
|# — y| para llegar desde su origen en y hasta alcanzar la posicion .
A partir de 3.91, si asumimos que # se encuentra en la zona de radiacion, lejos de
la fuente, podemos reemplazar en el denominador |¥ — | = r, con r la distancia entre

el punto y la fuente. Bajo esta aproximacion:

h L / tu (tr, §)dy. (3.92)

2rr

=
N
—~
il
~
~—
¢

Gracias al gauge arménico, podemos eliminar grados de libertad. Se ve claramente

a partir de 3.87, que se puede escribir como:
Oh" + 0;h™ = 0. (3.93)

De aqui se desprende que, a partir de h”/ se puede calcular A%, y con este se puede
calcular, con el uso de la misma ecuacion, h*'. Es decir, la componente que nos intere-
sa calcular, y con la que seremos capaz de hallar el resto de componentes h** sera
R,

Segun 3.92, la perturbacién depende de las fuentes, pero como s6lo queremos
calcular h,;, necesitamos una expresién de t;;. Para ello, recurramos a una ecuacion

que se verifica siempre, como es la conservacion de la energia:
V. T" =0 = ed,t". (3.94)
Que se puede reescribir como:
Oty = Oty + 0'ty, = 0 — —'ty, = 0'tyy,. (3.95)
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Entonces, consideremos la siguiente integral:
Jatetrey= [@etypay+ [y, (3.96)

donde las integrales son sobre una regién del espacio que encierra a la fuente, tal que
en el limite de la region, ¢, = 0. Podemos usar en la parte izquierda de la igualdad el

teorema de Gauss:
/8aXd3y:/Xd2y, (3.97)
1% S

y como ¢, = 0 en la superficie limite de la region, sera un término nulo. Entonces, con

ayuda 3.95, podemos reescribir 3.96:

/ tidy = — / (O™ )y d>y = / oty dPy = 0, / thylddy = %at / (t"y7 4+ 17ty d®y,
(3.98)
donde se ha podido sacar la derivada temporal de la integral porque es independien-
te de las coordenadas espaciales, y en la ultima igualdad se han intercambiado los
indices i y j gracias al convenio de suma de Einstein para futura conveniencia.

También podemos calcular la siguiente integral:
/8k(ttkyjyi)d3y = /(8kttk)yjyid3y + /(ttiyj + 2 dy. (3.99)

De nuevo, por el teorema de Gauss y por la condicién de frontera, el lado izquierdo se

anula, conque, volviendo a usar 3.95:
/ (t"y + t9y")dPy = — / (Out™)yy'd*y = / (@it )y y' dPy = 0, / t'y'y’d’y. (3.100)
Entonces, combinando 3.98 y 3.100:
/ ti By = %af / tihylyi d3y. (3.101)

Por ende, la expresion buscada para las componentes espaciales de h,,, es:

k

hij(Z,t) = Eaf/tttyiyjd?’y. (3.102)

Como " = p corresponde con la densidad de masas de la fuente, tendremos que el

llamado segundo momento de la distribucion de la masa es:

I;(t) = /dgy vy p(t, ). (3.103)

Es conveniente introducir el tensor momento cuadrupolar ¢);;, dado por:
Qij = /(3%% — 7’25ij>,0d3y = 31” — (5Z'j/7”2pd3y. (3104)

pag. 33



Por lo que, despejando I;; de la ecuacion anterior, y sustituyendo en 3.102, tendremos

la expresion de la perturbacion métrica buscada [3]:

k
127

>

{a?cz,] + 6,07 / p(t, 7)d y} . (3.105)

t=tr

i (tv Zj)

Segun 3.102, las perturbaciones métricas en el instante t en la posicién Z con cau-
sadas por la segunda derivada del momento cuadrupolar del tensor energia-momento
en el instante anterior ¢tz = t — r. En electromagnetismo, las ondas electromagnéticas
son generadas por la primera derivada del momento dipolar (principalmente). La dife-
rencia entre las ondas es que el término dominante de la gravedad es el tercer término
de la expansion multipolar, haciendo que la radiacion gravitatoria sea mucho mas débil

que la electromagnética.

3.3.3. POTENCIA DE RADIACION EMITIDA Busquemos finalmente una expresion para
la potencia de la radiacién emitida promediada sobre un periodo de movimiento <
E >=<dE/dt >.

Partamos de 3.89, en donde sustituiremos 3.85, quedandonos:
1 1
o (hW - 577“”h> = 00\ hy, — 577,”(%8% = —2kt,,. (3.106)

Calculemos la siguiente magnitud para una futura conveniencia. Como se hizo en

el apartado anterior, T}, = «t,,, asi que calculemos:

0,(V19ITY) = 0,(\/ 19T + V1910, T¢ = 0,(\/1g) T + 0. (3.107)

Debido a la conservacion de la energia, el segundo término es nulo y el primer término

se puede reescribir de la siguiente manera:

1
9,/ 19] = 2—\/@3#9 |g[g”

Sustituyendo 3.108 en 3.107, y tomando la ecuacion a primer orden en ¢ (recordemos

Oppx = ——v 1919078, (3.108)

también que 3.2):
0,(\/1glts) = —%taaauhaﬁ, (3.109)
donde podemos sustituir si despejamos adecuadamente ¢, de 3.106 :
&(Mtp = ﬁauhaﬁ {EA@%M — %naﬁ(xakh} = ﬁ [aﬂh“ﬂ@é)khag — %@h@kakh}
_ ik {EA(@uh“BaAh(}ﬁ) — 0y (O3h) P s — %&(@h Oh) + %6u(8Ah)8Ah} |
(3.110)
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Fijandonos en el segundo y cuarto término dentro del corchete, se pueden reescribir,

si los sumamos, de la siguiente manera:
1 1
— 0,0\ - P hag - 6] + 02O Ph -0 = —§5gav[akhaﬁakhaﬁ — Ozh 0*h/2]. (3.111)

Impongamos el gauge TT (del inglés transverse-traceless), donde h,; = 0y hli = 0.
Si dejamos que la onda plana gravitacional se propague segun la direccion del eje z,
las componentes no nulas de h,, son h,, = —h,, Y hsy, con h=0. Entonces, la densidad

de flujo de la radiacion gravitacional a lo largo del eje z, ), vendra dada por:
V0glt; = 8th”82hm + 0h"Y 0% hyy, + 20,h™ 0% hyy), (3.112)

donde podemos usar que:

0.hij = 1:,0"hi; = —0%hyj, (3.113)
Ochij = Nuiny; O = o0h¥, (3.114)
- , oy — hy)2 B2, A B2 — 2D, h : .
Othee = oo = —hyy — ( 5 w)” _ yy2 2 =h2,+h,  (3.115)
Si la onda plana es funcion de (t — z), al igual que en caso electromagnético:
ot — z
0.hij(t — z) = Ophys(t — z)% = —0hij(t — 2) (3.116)
Con todo lo anterior, se vera la expresion 3.112 reducida a:
o1 1. .
VIglts = 5 [(hey)® + 7 (e = hy)’), (3.117)
y que depende de h,, y h,, — h,,, que se obtienen directamente con 3.105:
oy = —— Qij + 0 82/r2 (t,§)d’ —LQ (tr) =h L h=h
W= 1oy ij zyt P, y)ay s ~ 1ony Y R) = Ny 27]acy = Ngy,
(3.118)
- _ k N
hxx - h’yy = h':c:c - hyy = 1 |:sz + 82/ (t y)d Y- ddOtoy - 5yy8152 /sz(ta y)dJy:|
t=tr
k .
12 (me(tR) ny(tR))'
(3.119)
Asi que 3.117 vendra dado por:
. Gy P e

Sea la intensidad de radiacién emitida sobre una direccidén arbritaria (n normali-
zado) tal que en este caso tomaremos n = (0,0, 1) por ser la direccion en la que se

propaga la onda, se define el flujo como:
d< P>=Q-dS, (3.121)
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con dS el elemento infinitesimal de una superficie perpendicular a n.
Construyamos () de una manera analoga para obtener una expresion del flujo mas
general, y que al particularizarlo, obtengamos 3.120, que depende de términos de la

forma Qw Su forma mas general en este caso donde n, =n, =0, n, =1 es:

Q= O‘(Cjz'j”z‘”j)2 + B(ng ij”z”k) + ”Y(sz ng)
=aQL +A(Qo+ 0, + Qo) +7(Qr + O, + Q. +2Q,, +2Q.. +20,.).
(3.122)

Si tenemos en cuenta que la traza del tensor cuadrupolo, Q.. + Q,y + Q.. = 0, e
igualamos 3.120 y 3.122, obtenemos v = 1/2, § = —1, y a = 1/4, tendremos que
el flujo de radiacion gravitatoria emitida por una fuente en un angulo sélido 2 en la
direccion n es:

N 1 ...
d<P>=—c { Qi Qi — jSijnink+Z(Qiknink)2:| ds?, (3.123)

e integrando sobre el angulo sélido, obtenemos una expresion general para la potencia

total radiada en todas las direcciones:

<P>=_— {5 Qi Qi — QQ jpning + Z(Qm”ﬂ%)ﬂ ds
2

Obtenemos la expresion mas general sustituyendo n, = senfcosp, n, = senflsenp, y

:ﬁ[—(%)z/d@—@ﬂ@jk nmkd§2+ZQiijl/ninjnkmdQ]. (3.124)

n, = costH:

_(Qij)247T - jSijéikz/nde—’_ ZQiijl/nz(éijékl + 0idji +5il5jk)d9] .

= 361 {ZW.Q.U - %Q]ZQ’LJ + 115@13 .Q.kl((sij‘skl + dikdji + 5@'15116 ] 4505 Z ‘ng ng‘
(3.125)
Es decir, que la radiacién cuadrupolar de las ondas gravitacionales depende de 1/c a
la quinta, del orden de 1074, y es directamente proporcional a Gy, del orden de 10711,
conque se ve que la potencia radiada tendra un valor muy pequefo, y se necesita-
ra de eventos que tengan unas componentes espaciales del tensor cuadrupolo muy

elevadas.
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CAPiTULO 4

Caso practico: sistema binario

4.1. PLANTEAMIENTO

Particularicemos los principales resultados del capitulo anterior para un sistema
binario de estrellas, el cual tiene un gran interés en el ambito de la astrofisica, y que
pueden ser observadas con nuestros telescopios.

Sean m; y m, las masas de cada estrella, que se encuentran orbitando en torno
a su centro de masas comun en érbitas circulares (por simplicidad, en la realidad son
elipticas), con 7, y 7, las posiciones de las masas respecto al centro de masas.

Con esto podemos estudiar el sistema como cuando se estudian los potenciales
centrales en mecanica Newtoniana. Sea la distancia relativa 77 = 7} — 7% tal que |7l = a
es el radio de la 6rbita circular en el problema equivalente de un unico cuerpo en un
potencial central. Si colocamos las estrellas en el plano xy, donde =z = 0, se puede

describir:
cos(wyt)

7=a | sen(w,t) | = v, + yuy, (4.1)
0
donde w, es la velocidad angular de la estrella, de la que podemos hallar una expresion
con ayuda de la tercera ley de Kepler [28]:

2 2
T2 = Colim e ( 47T+ )a3 — (%T) = w? = —GN(m1 + mQ). (4.2)
N\ T M2
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Definiendo la masa reducida p = myms/(my + ms), Y a = a1 + ay (corresponden
con los radios de las érbitas de cada estrella respecto sl centro de masas), tendremos

gue se verificaran las tres siguientes relaciones:

mia; = MaQo = jia, (4.3)
cos(wxt)
= ﬁf’z gl—ci sen(wst) | (4.4)
0
cos(wyt)
Ty = _mlrj—lmQF: —;’2—2 sen(wyt) (4.5)
0

4.2. PERTURBACION METRICA

Con todo esto, hallemos la expresion de la perturbacion métrica 3.102. Para ello,
si aproximamos las estrellas por masas puntuales, la densidad de masas de la fuente

sera:
ty =m1d(x—x1)0(y —y1)0(2 —21) +ma2d (v — 22)0(y —y2) (2 — 22) = pd(x)d(y)(2), (4.6)

con la que podemos hallar las componentes no nulas del segundo momento de la
distribucion de masas 3.103. Como estamos en el plano z=0, esto nos elimina tres

componentes a calcular. Las no nulas seran:

2

L..(t) = /d:pdydz lacos(w,t)]? 16(2)d(y)0(2) = pa’cos®(w,t) = %(1 + cos(2wyt)),
(4.7)
2 o2 pa’
L, (t) = pa*sen®(w.t) = 7(1 — cos(2w,t)), (4.8)
pa’
L, (t) = pa’cos(w.t)sen(w.t) = Tsen(Qw*t). (4.9)
Por ende, las perturbaciones vendran dadas por (recordar que tgp =t — r):

- ka1 E1 9 9 kua*w? cos?(witg)
ho(Z,1) & T a2 | ke (14 cos(2witr))| = yp—t_ (2w,)*(—cos™ (witg)) = — o . .

(4.10)

A la vista de lo anterior, se define la amplitud de la perturbacion como (k = 87Gy):

 kpatw? k_aQ mimy Gn(mi+my)  8Gimyimy

ho , (4.11)

2T 2w my + Mo a3 2a
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la cual es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional a la

distancia entre ellas. Entonces:

- cos(2w,tR)

- kE d®[1 , cos(2w,tR)
hyy (%, 1) = y— [§,ua (1-— cos(2w*tR))] = hOT’ (4.13)
- k& (1 sen(2w,tg)

hay(Z,1) = yp—r <§ua sen(2w*t3)) = —hof, (4.14)

y el resto de componentes son nulas.
En este caso especifico, se puede demostrar que no hay diferencia entre h;; y h;;.

Partiendo de 3.85, contraigamoslo:

= 1 1
h=n""hy =n""h,, — 577’“’77“,,h =h— §4h = —h. (4.15)

Por otro lado, podemos sustituir la expresion de la perturbacion tal que:

) . ) _ _ . st 2.t
h=n0""hu = 0" hy+0" hae+n" hyy+n7h,, = (—1) (—hOM> +(_1>how —0.

r

”
(4.16)
Usando las dos ecuaciones recién obtenidas, es claro que h = —h = 0, y recurriendo
a 3.85, B,W = h,.,, demostrandose la indiferencia presente entre ambas métricas.

De la forma de la perturbacion, se desprende que la frecuencia angular de las on-
das, w, es proporcional al doble de la frecuencia angular de las masas (se deduce
porque hy, = ha. o cos(wtr) = cos(2w.tr)), asi que la frecuencia f observada experi-

mentalmente sera:

_w* 1\/GN(m1+m2)' (417)

w
[ = =% =%
Dicha frecuencia es directamente proporcional a la raiz de la suma de las masas que
producen las ondas gravitacionales, e inversamente proporcional a la distancia relativa
entre ellas elevado a 3/2. Es decir, que el sistema es muy sensible a dicha distancia, y
conforme la distancia va disminuyendo porque las masas se van acercando, aumenta
dicha frecuencia, haciendo que las masas giren mas rapido en torno al centro de

masas.
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4.3. POTENCIA TOTAL RADIADA

Para este sistema binario, podemos obtener la radiacién total radiada en todas las

direcciones a partir de 3.125, que sera en nuestro caso:

45 ... g eig
< P >= G—N[me—i‘ny‘f‘Qxy] (418)

Calculemos las componentes no nulas del tensor cuadrupolo teniendo en cuenta que
podemos tratar a las dos masas como puntuales, por lo que, calculemos con ayuda de
3.104:

sz - /(3‘7:2 - r25$$)p(x)d3x = ml(?’x% - T‘%) + m2(31’§ - T;)v (419)

donde sustituiremos 4.4y 4.5, y usando 4.3:
Qux = 3(mia? + moad)cos® (wit) — (myat + moa3) = pa®(3cos®(wyt) — 1). (4.20)
Analogamente, las otras dos componentes seran:
Quy = 3(yimy + yama) — (myri + mar3) = pa®(3sen®(wit) — 1), (4.21)

3
Quy = 3(Miz1y1 + Mazays) = 3cos(w.t)sen(w,t)(miaras + moasar) = §uazsen(2w*t).

(4.22)
Derivandolas tres veces respecto del tiempo:
e 3 e
Q. = ﬁQm = 12pa*wisen(2w,t) = —Q (4.23)
.Q'xy —12pa*w?cos(2w,t), (4.24)

por lo que tenemos todo lo necesario para obtener la expresion de la potencia radiada

sustituyendo en 4.18:

Gy 2, .3\2 2
<P>= 4—5(12ua wy)2 = % o (mq +my).
(4.25)

Por definicion, < P >= — < dF/dt >, indicAndonos que el sistema pierde energia

1222 2a*Gy (GN(m1 +m2)>2 _ 32Gymim}
CL3

en forma de ondas gravitatorias, disminuyendo su energia mecanica. Este resultado
es clave para obtener magnitudes como la variacion a lo largo de un periodo del radio

de la 6rbita y del momento angular, y el tiempo de colapso del sistema binario.
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4.3.1. RADIO DE LA ORBITA Y MOMENTO ANGULAR En primer lugar:

da dE\ / da dE dE\\
(&)= (o) E) - (&) (7)) (420
en la que la energia del sistema sera la suma de la energia cinética y potencial:

GN(m1 -+ mg) GNm1m2 ma + mo

Gyum

o (m;a% N m;ag) wE_GlemQ B ,ua(

a a3 a my + mo

(4.27)
con m = my + msy la masa total del sistema. Con la energia en funcién de a, es directo

calcular 4.26:

. Gymima(my +msy)] " 64G3
< 4= g (i ) [ N2a3<n§1( ) 2| - ~ g e+ ma).
(4.28)

Como es inversamente proporcional a —a~3, para un valor de a dado, su derivada tem-

poral nos indica que la distancia entre las masas disminuye, tal que a menor distancia,
mas rapido se acercan, hasta el punto en el que las masas colapsen.

Y, en segundo lugar, para ver como varia la rotacién de los cuerpos:

dL dE\ 1 —32G4m3mi(mi+my) 3267 ,

—~\N_ (== = = — vV 4.29
< dt > < dt > 5a°\/Gn(my +ms)/a3 Bar/z MMV, (4.29)
con un significado analogo: para un a dado, disminuye el momento angular, provocan-

do que las masas se acerquen.

4.3.2. TIEMPO DE COLAPSO Para hallar el tiempo que tarda el sistema en colapsar a
partir de una distancia inicial aq para un instante ¢ = 0, calculemos como la expresion

del radio de la 6rbita. La manera mas sencilla es a partir de:

da’ d 64G3 256
<d;“t> - 4@ <dCtL> da (_ 5a3lem2(m1 + mQ)) = —TG?V/,L(m1+m2)2 = _-(C =
(4.30)

con C' = —256G%1(my+ms)? /5 una constante, y la Ultima igualdad se verifica porque <
N

da*/dt > es independiente del tiempo, variando a* con el tiempo a un ritmo constante.

Esta es la razon por la que nos interesado en ella, ya que:
t
/ —dt—a ay = / —Cdt = —Ct = a* =al —Ct — a=ag(1 —t/7)V*,  (4.31)
0

donde el tiempo buscado es:

Sag
256G3,myma(my + ms)’

e (4.32)
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Cuanto mayor sean las masas de los objetos astrofisicos que van a colisionar, menor
sera el tiempo que tarde en colapsar. Es obvio intuitivamente porque ejerceran una
mayor deformacion sobre el espacio-tiempo la una sobre la otra, haciendo que se
acerquen mas rapido que si fueran mas ligeras. También es muy sensible a la distancia
inicial, con una dependencia a la cuarta, ya que a mayor distancia, mas tiempo llevara

en que colisione el sistema binario.

4.4. EJEMPLO CONCRETO

Tenemos todas las herramientas necesarias para estudiar un caso concreto de un
sistema binario. Supongamos que tenemos dos agujeros negros, cada uno de masa
my = 1,4My y mo = 1,3M,, separados inicialmente una distancia de ay = 7 - 10% m.
Mencionar que, en el ambito de la astrofisica, se miden las masas de los cuerpos

masivos en unidades de masas solares, definida como [7]:
1 Mg =2-10% kg, (4.33)
y se tomara un valor de la constante de Gravitacién Universal de [4]:
Gy =6,67-107"m? kg™ 572 (4.34)

Experimentalmente, se ve que el sistema gira alrededor del centro de masas en
unos 150 minutos. Esto correspondera con el periodo 7" = 150 - 60 s, teniendo lo
necesario para obtener el radio de la orbita circular inicial ay con la tercera ley de
Kepler 4.2:

) 1/3
. (T G (my + mz)) 5,69 10° m, (4.35)

42
con la que podemos hallar, a partir de 4.32, el tiempo que tarda el sistema en coli-
sionar. Hay que tener en cuenta que en esta expresién no aparece el tiempo en el
sistema internacional si no en unidades naturales, asi que hay que tener en cuenta la

velocidad de la luz, de valor [17]:
c=2,998-10° m/s, (4.36)
se multiplicara 4.32 por el valor de ¢ a la quinta, obteniéndose:

7 =1,36-107 years. (4.37)
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Lo que buscamos pues es ver la potencia radiada emitida en funciéon de a; es
decir, queremos representar, con ayuda de la ecuacion 4.25, < P > frente a, donde
obtenemos la variacion de a con el tiempo segun 4.28. Para la distancia inicial, se emite
una potencia < P, >= 1,39 - 10> W, siendo un valor bastante elevado el que emite el
sistema. Lo interesante es que, conforme se acercan, esta potencia ira creciendo, tal
y como se ve en la Figura 4.1, donde el valor de a ira variando, tomando los siguientes

valores si parte del valor inicial ay:
a=apt+<a>T, (4.38)

con el periodo T el inverso de 4.17. El proceso sera, a partir de ag, hallar la potencia
radiada y el periodo, y el siguiente valor de a, comenzando un proceso reiterativo,
que tendra que para cuando a < 0. Con esta idea en mente, se obtiene la Figura 4.1
(véase cbdigo fuente en el Anexo), donde se ha comenzando a ensefiar la grafica para
ap = 105 m. Conforme va disminuyendo la distancia, la potencia radiada es del orden
de 10?° tal y como se comenté originalmente, hasta que nos encontramos que ambas
masas estan a una distancia relativa de 10* m. En dicho punto, donde las masas estan
tan proximas, la potencia radiada crece enormemente, mostrandose que es en estos
ultimos instantes justo antes de la colisién donde el sistema pierde una gran cantidad
de energia. De hecho, la potencia radiada es del orden de 10°° 1¥/. Ademas, el periodo

cada vez es menor, por lo que las masas circulan entre ellas cada vez mas rapido.
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Potencia radiada frente radio

12 A

10 A

Potencia radiada (*10~50 W)
[}

20000 40000 60000 80000 100000
Radio (m)

Figura 4.1: Representacién grafica de la potencia radiada con ayuda de 4.25 frente a
la distancia radial 4.38. Se toma como valor inicial ay = 10°> m, y con ella se halla, con
las ecuaciones recién indicadas, la potencia radiada asociada a cada distancia, y el
valor nuevo de la distancia, conforme las masas se van acercando. Es un gréfico que
hay que ver de derecha a izquierda, ya que van disminuyendo los valores del radio a,

para comprenderla bien. De elaboracion propia con ayuda de Python [25].

Es decir, a pesar de estar lidiando con la interaccion mas débil del Universo como
es la gravedad, llega un punto critico como es la colision de dos agujeros negros,
cuando se encuentran tan cerca, donde la potencia radiada por el sistema es del orden
de 10%° W, siendo uno de los eventos mas energéticos existentes. Tanto es asi, que
hay colisiones que ocurrieron hace millones de afos, y que se miden a dia de hoy con
ayuda de los detectores LIGO [2] aqui en la Tierra.

Obviamente, podemos preguntarnos cudl sera la potencia radiada justo en el mo-
mento en el que colapsa el sistema. El problema en nuestro caso es que hemos partido
de un calculo clasico en el que se consideran las masas como puntuales, y no defor-
mables, por lo que, cuando colisionen, como no podrian estar clasicamente ambos en
el mismo punto del espacio-tiempo, daria una potencia radiada infinita (sustituir a = 0
en 4.25). Esto no tiene sentido, y de hecho no es lo que se observa experimentalmen-
te. Tendriamos que hacer un tratamiento mas realista del problema, sin considerar las

masas como puntuales, cosa que no abordaremos.
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Conclusiones

Se comenz6 con una introduccion a la relatividad general en el Capitulo 1, y se
plasmd una idea general de los objetivos que tiene el presente trabajo en el Capitulo 2,
siendo los puntos claves que se abordarian en los siguientes capitulos. En el Capitulo
3 se obtuvo la ecuacion de las ondas gravitatorias en distintas condiciones generales,
donde se describieron los modos de oscilacion y la potencia radiada, entre otras, de
las mismas. Finalmente, se acabd llegando al Capitulo 4, donde se estudid el caso
practico de un sistema binario compuesto por agujeros negros.

Las ondas obtenidas son, en general, no muy energéticas, teniendo en cuenta el
orden de magnitud del resto de las fuerzas, excepto en el momento de una colision
de los agujeros negros cuando se encuentran muy cerca, donde se comenzaron a ob-
tener valores descomunales de la potencia radiada. En esos momentos, se alcanzan
cantidades descomunales de energia emitida, de las mas grandes del Universo, y es
una razoén por la que, experimentalmente, cuando se mide la masa del objeto resul-
tante, tiene una masa menor a la suma de los constituyentes inicialmente: porque la
masa que falta ha sido emitida mediante las ondas gravitacionales.

De estas ondas gravitatorias, a partir del perfil de la potencia radiada, se puede
simular el valor de las masas iniciales, por ejemplo, y la cantidad de energia que ha
perdido el sistema, pudiendo obtenerse los datos que nosotros hemos usado como de
partida a partir de lo que hemos usado como resultado.

Estas ondas proporcionan mucha informacion sobre el sistema, y se seguira pro-
fundizando en ellas para el actual estudio del fondo estocastico de ondas gravitacio-
nales [27].
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Conclusions

We began with an introduction to general relativity in Chapter 1, and gave a general
idea of the objectives of the present work in Chapter 2, the key points to be addressed
in the following chapters. In Chapter 3, the gravitational wave equation was obtained
under different general conditions, where the oscillation modes and the radiated power,
among others, of the gravitational waves were described. Finally, Chapter 4, where the
practical case of a binary system composed of black holes was studied.

The waves obtained are, in general, not very energetic, taking into account the
order of magnitude of the rest of the forces, except at the moment of a collision of
the black holes when they are very close, where we started to obtain huge values of
the radiated power. At these moments, huge amounts of emitted energy are reached,
among the largest in the Universe, and this is one reason why, experimentally, when
the mass of the resulting object is measured, it has a mass less than the sum of the
initial constituents: because the missing mass has been emitted by gravitational waves.

From these gravitational waves, from the profile of the radiated power, we can si-
mulate the value of the initial masses, for example, and the amount of energy that the
system has lost, and the data we have used as a starting point can be obtained from
what we have used as a result.

These waves provide a lot of information about the system, and will be further ex-

plored for the ongoing study of the stochastic gravitational-wave background [27].
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Anexo

#Modulo Python del TFG Ondas gravitacionales:

#ecuacion y simulaciones

import matplotlib.pyplot as plt
import math

#datos iniciales

periodo=150%60
g_n=6.67*x10**x(-11)
m_1=1.4%2x10%x*(30)
m_2=1.3%2%x10xx*(30)

#caclulo del radio de la arbita inicial

obtencion de

a_0=(periodo**2xg n*(m_1+m_2)/(4*xmath.pi)**2)*x(1/3)

print (a_0)

#calculo del tiempo de colapso en segundo y years
x=(5*x(a_0**4)/(266*x(g_n**3)*m_1*m_2*(m_1+m_2)))

tau=x*(3*%10**8) *x*5
print (tau)
tau_anos=tau/(60*x60*x24*x365)

#veamos cuanto varia el radio de la orbita en cada periodo

R_0=10%*%*5
r=[]

P=[]

P1=0

up=0

down=0

upl1=0
downl=0

£=0

while R_0>0:

up=32*%(6.67*x10*x*x(-11))*x*x4x(1.3%1.4)**x2%2.7%32*%10%*(150)

down=(5*%(R_0*3%10%*8)*%x5) /10**(50)
Pl=up/down

P.append (P1)

r.append (R_0)

upl=64*(6.67*x10%*(-11))**x3%1.4%1.3%2.7%8%x10**(90)

downl=(5*%R_0**3*x (3*x10**x8) *x*x5)

la

orbital
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f=math.pi*(R_0**3/(6.67*x10**x(-11)*2.7+2*x10**(30)))**x(1/2)
R_O0=R_0-upl/downlx*f

#representemos en una grafica la potencia radiada frente al
#radio de la orbita circular

fig, ax = plt.subplots()

ax.set_xlabel (’Radio (m)?)

ax.set_ylabel (’Potencia radiada (*10°50 W) ?)
ax.set_title(’Potencia radiada frente radio’)

plt.plot(r,P)

plt.show ()
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